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Applications et morphismes harmoniques

Sorin DRAGOMIR and Marc SORET

Résumé’. Ces lecons constituent une exposition précise, avec des calculs explicites,

d’éléments introductifs a la théorie des applications harmoniques entre variétés Rieman-
niennes. On établit les formules de la premiere et de la seconde variation de I’énergie de
Dirichlet et on montre certaines de leurs conséquences géométriques comme le théoreme
de B. Solomon (cf. [34]) et la théorie de la stabilité pour les applications harmoniques.
On démontre aussi un théoréme classique de B. Fuglede et T. Ishihara (cf. [18], [23])
sur les morphismes harmoniques. Les morphismes des équations de la chaleur et les mor-
phismes des noyaux de la chaleur (avec variables separées) sont décrits, dans la théorie
des morphismes harmoniques, par un résultat trés beau de E. Loubeau, [28].

1. APPLICATIONS HARMONIQUES

Les notes qui suivent sont des notes de conférences données a I’Ecole Doctorale
de I'Université Frangois Rabelais (Tours, France). Il s’agit d’une exposition & des
fins franchement didactiques, congus pour fournir aux étudiants une introduction
courte mais précise aux résultats fondamentales de la théorie des applications har-
moniques, avec I’accent sur les aspects de géométrie différentielle, plutot que comme
un chapitre de la théorie des équations a dérivées partielles. De nombreux exerci-
ces sont proposés, dont le véritable but est d’encourager les éleves a compléter leur
connaissance de la géométrie différentielle (la théorie des sous-variétés, le calcul des
variations sur les variétés, etc.) par des lectures qui suivent la bibliographie indiquée
dans chaque exercice. Quelques exercices conduisent aussi & des problemes ouverts
et visent a encourager les éleves a tester leur force en tant que jeunes chercheurs. La
compréhension des legons nécessitent une bonne connaissance du calcul différentiel
et integral sur une variété différentiable (Riemannienne, compacte et orientable)
et quelques rudiments de topologie algébrique. Une connaissance de la théorie des
sous-variétés de variétés Riemanniennes peut étre utile, en particulier en tant que
source d’exemples, mais n’est pas indispensable.
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Soit (M, g) une variété Riemannienne n-dimensionnelle, avec la métrique Rie-
mannienne g. Si (U,2") est un systéme de coordonnées locales sur M alors on
pose

gij=9(0:,0;) , 1<i,j<n , 9,=0/0x" , G =det[g],

et donc la forme extérieure wy = VG dal A - -+ A dz™ est une forme de volume sur
U. Si on ajoute 'hypotheése que la variété M est orientable (une hypothese que
nous ferons toujours dans ce travail) alors le formes wyy, obtenues pour chaque carte
(U, %) d’un atlas orienté de M, donne lieu & une forme différentielle globalement
définie sur M que nous allons noter d v, et appelée la forme de volume canonique de
la variété Riemanniene orientable (M, g). Nous pourrons donc intégrer les fonctions
continues & support compact, définies sur M, & valeurs réelles ou complexes, et
on suppose que le lecteur est familier avec la théorie de l'intégration des formes
différentielles, telle qu’elle est traitée par exemple par C. Godbillon, [19], p. 94-98.
On rappelle qu’une mesure de Borel sur un espace de Hausdorff compact M est une
mesure positive définie sur la o-algebre des ensembles de Borel (i.e. la plus petite
o-algeébre contenant tous les ensembles ouverts de M). Si la variété donnée M est
compacte et A C M est un ensemble de Borel alors

u(a) = [ o,

est une mesure de Borel sur M (la mesure Riemanniene canonique de (M, g)) et
donc (M, p1) est un espace mesurable.

Soit (N, h) une autre variété Riemannienne, avec la métrique h, et soit ¢ : M —
N une application différentiable, de classe C'*°. Un concept fondamental, qui sera
nécessaire par la suite, est celui de norme de Hilbert-Schmidt de la différentielle
de ¢. Précisément, pour un point quelconque x € M, on considere un repere local
g-orthonormal {Fy,--- , E,} du fibré tangent T'(M), défini sur un voisinage ouvert
de z, et on pose

1/2

ldoll () = | D ho) (ded) B s (do@)Ej )

Jj=1

La définition ne dépend pas du choix du repere orthonormal autour de point z
et on obtient une function ||d¢| : M — R, de classe C*°, appelée la norme de
Hilbert-Schmidt de d¢. Par consequent

ldg||* = traceq (¢*h) .
Soit C*°(M, N) I’ensemble de toutes les applications ¢ : M — N, de classe C*°.
Etant donné un domaine relativement compact 2 C M on pose

1
Bot@) =5 [ a0l dv, . o€ C™OLN),

Le fonctionnelle Eq : C*(M,N) — R est appelée énergie de Dirichlet. Si M est
une variété compacte alors on écrit E = Fj;. Une application ¢ € C*° (M, N) est
un point critique de I’énergie de Dirichlet Eq si

(1) o (Fa(d0h—o =0
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pour chaque variation & 1-parametre {¢:}<. C C(M,N) telle que ¢pg = ¢
et Supp(V) C . On suppose que la variation donnée est C*° par rapport au
parametre t i.e. I'application

D:Mx(—€e) >N, ®x,t)=¢(z) , z€M , |t| <€,

est de classe C*°. Aussi V est la variation infinitésimale induite par la variation

{¢t}|t|<e i.e.
V(z) = (dz,0)®) (0/0t)(p o) , w€M.

Soit ¢1TN — M le fibré vectoriel pullback, ou induit, du fibré tangent T(N) — N
par l'application ¢ : M — N i.e.

(¢7'TN), =Ty)(N) , zeM.

11 est facile de voir que V est une section de classe C* du fibré pullback ¢~ 'TN —
M parce que

(d(2.0)®) (0/01) 4.0y € Tao(2.0)(N) = Ty (N) = (67'TN)

pour chaque z € M. Nous en arrivons maintenant au concept central de ces legons.
Une application ¢ € C*°(M,N) s’appelle application harmonique si elle est un
point critique de Eq pour chaque domaine relativement compact Q C M. Comme
on le verra plus tard, les géodésiques d’une variété Riemannienne, les immersions
isométriques minimales, et les submersions Riemanniennes avec des fibres minimales
sont des exemples d’applications harmoniques. La théorie de sous-variétés dans
variétés Riemanniennes (cf. e.g. B-Y. Chen, [6]) donne un grand nombre d’exemples
d’ immersions minimales, dont la géométrie de la seconde forme fondamentale est
tres intéressante (et qui est illustré dans les exercises suivants).

Exercise 1. i) Sous-variétés invariantes des variétés Kaehleriennes (cf. e.g. [10], p. 26).
Soit M une variété differentiable, de dimension 2n, e J une structure quasi-complexe sur
M ie. un champ J € C*°(End(T(M))) des tenseurs tangents de type (1,1) sur M tel
que J*> = —T (I est la trasformation identique de T(M)). Une métrique Riemannienne
g sur M est Hermitienne si g(JX,JY) = g(X,Y) pour tous X,Y € X(M), et (M, J,g)
est alors dite variété quasi-Hermitienne. Une variété quasi-Hermitienne est Kaehlerienne
si sa structure complexe J est parallele par rapport a la connexion de Levi-Civita V de
(M, g) i.e. VJ =0. Une sous-variété S d’une variété Kaehlerienne (M, J, g) est invariante
si JX € T(M) pour chaque X € T(S). Montrer que pour chaque sous-variété invariante S
d’une variété Kaehlerienne M, I'inclusion S — M est une immersion isométrique minimale.

i) Sous-variétés invariantes des variétés localement conformes Kaehleriennes (cf. 1. Vais-
man, [37]). Une structure quasi-complexe J sur M est dite intégrable si Nj(X,Y) =0
pour tous X,Y € ¥(M), ou

N;(X,Y)=[JX,JY] - [X, Y] - J{[JX,Y] + [X,JY]}

(le tenseur de Nijenhuis). Si J est intégrable alors (M, J) est une variété compleze. Si
(M, J) est une variété complexe et g est une métrique quasi-Hermitienne sur (M, J) alors
(M, J,g) est une variété Hermitienne. Une variété Hermitienne (M, J, g) est localement
conforme Kaehlerienne (1.c.K.) s’il existe une forme différentielle w fermée (dw = 0) de
degré 1 telle que dw = Q Aw (cf. P. Libermann, [27]). Ici Q(X,Y) = ¢g(X, JY) pour tous
X, Y € %(M). Soit (M, J,g,w) une variété L.c.K. et B = w* € X(M) (le champ de Lee
de M). Montrer qu’une sous-variété invariante S C M est minimale dans (M, g) si et
seulement si B est tangent a S (i.e. B+ = 0).
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iii) Sous-variétés totalement géodésiques (cf. K. Nomizu, [30]). Soit (M, g) une variété
Riemannienne et F' : M — M une isométrie i.e. une transformation telle que F*g = g.
Soit K = {&# € M : F(z) = x} I'ensemble des points fixes de F. Montrer que chaque
composante connexe de K est une sous-variété totalement géodésique de M. En particuler,
soit V C C™*! I’hypersurface algébrique donnée par I’équation

("4 (" =0, €2, q; 22, 1<j<n+1.

V' a une seule singularité a ’origine et donc BQ"(al7 <+ yant1) = V \ {0} est une variété
complexe, de dimension complexe n. La spheére de Brieskorn déterminée par le nombres
entiers a; est la variété

E2n_1(a17 Tt 7an+1) = an(alv Tt ,an+1) N S2n_1 .
cf. E. Brieskorn, [5]. Si a1 = 2k montrer que £*""3(aa, -+ ,an,1) est une sous-variété
totalement géodésique de "7 (2k, az, -+ ,ant1).

iv) Sous-variétés minimales (cf. e.g. [10], p. 45-48). Soit ¥ : M — R une immer-
sion isométrique d’'une variété Riemannienne n-dimensionelle M dans ’espace Euclidien.
Montrer que
AV =nH

o AU = (AUq, -+ ,AUN), ¥ = (Uy,--- ,Uy) et H est le vecteur de courbure moyenne de
I'immersion donnée. En particulier, vérifier que pour une immersion isométrique minimale
quelconque ¥ : M — R, chaque ¥/ : M — R est une fonction harmonique sur M. Enfin,
montrer qu’il n’y a pas d’ immersion isométrique minimale d’une variété Riemanninenne
compacte M dans un espace Euclidien.

2. CONNEXIONS ET METRIQUES DANS LES FIBRES VECTORIELS INDUITS

Soit ¢ : M — N une application de classe C'*° entre les variétés Riemanniennes
(M, g) et (N,h). Soit ¢~'TN — M le fibré vectoriel pullback de T(N) — N par
¢. Chaque champ vectoriel Y : Q — T(N), défini sur Pensemble ouvert @ C N,
détermine une section Y¢ € C>®(U, ¢ 'TN) donnée par Y = Y o ¢ ou U =
¢~ 1(Q) € M. On appelle Y? le lifting naturel de Y. Si (€,y®) est un systéme de
coordonnées locales sur N alors

{(3/8y0‘)¢ t1<a<m}cC®U, ¢ 'TN)
est un repere local du fibré pullback, défini sur U = ¢=1(Q). Ici m = dim(N). On
pose s, = (0/0y*)? pour la simplicité de I'écriture. Soit h? = ¢~ 1h le pullback de
h par ¢ i.e. la métrique Riemannienne fibrée sur ¢~ !TN donnée localement par
h¢(3aasﬂ):haﬂo¢ B 1§a,ﬁ§m,
ou hag = h(0/0y~, 8/0y") € C*°(Q). Par consequent
R(X?, Y?) =h(X,Y)oop , X,Y €X(N).

II faut toutefois noter que toutes les sections dans le fibré pullback ne sont pas des
lifts naturels des champs tangents & N (i.e. le morphisme Y € X(N) — Y? ¢
C*(¢~ITN) n’est pas surjectif).

Soit V" la connexion de Levi-Civita de la variété Riemannienne (N, h). L’étape
suivante consiste & introduire une connexion V¢ = ¢~'V" (le pullback de V" par
¢) sur le fibré ¢~*TN — M, de sorte que la métrique h® soit paralléle par rapport
A V®. Si X € X(M) est un champ tangent au M, s € C®(¢~'TN) est une
section dans le fibré pullback, et x € M est un point quelconque, alors on choisit
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respectivement des systémes de coordonnées locales (U, 2°) e (Q, y®) autour de point
x et ¢(z) tels que ¢(U) C Q et on pose par définition

® (V) =@ {Z w05 @, (0 sato),

X:fl ) Szgasa ) fz7ga€COO(U)7

9
ozt
P* =y opeC®U), 1<a<m,

V5,0y =T3, 00 , 0o =

On peut montrer tres facilement que la définition de (Vﬁ}s) ne dépend pas du

x
choix des systeémes de coordonnées locales, et que Iapplication V¢ : X(M ) X

C®(¢p~'TN) — C>®(¢L1TN) est une connexion dans le fibré vectoriel ¢ TN —
M. Pour une connexion quelconque D € C(¢ T N) on peut définir une derivée
covariante de h? en posant

(Dxh®)(r,s) = X(h®(r,s)) — h®(Dxr,s) — h®(r, Dxs),
XeX(M) , rscC®$ 'TN).

Ici on a denoté par C(¢~1TN) I'espace affine de toutes les connexions dans le fibré
vectoriel ¢~'TN — M. Pour nos besoins dans ce qui suit, nous désignerons par
C(¢p~ TN, h®) le sous-espace affine de C(¢ 1T N) consistant en les connexions
D € C(¢~'TN) telles que Dh® = 0. On peut vérifier assez facilement que V% €
C(¢~*T'N, h®) (une conséquence du fait que V*h = 0).
On adopte aussi les notations suivantes. Si € > 0 et M = M X (—¢,€) on pose
oM — M, ap(z)=(x,t) , zeM | |t|<e.

Aussi, étant donné un champ de vecteurs X € X(M) on considere le champ tangent
X € X(M) défini par

X(z,t) = (dIOzt)XI s ({E,t) S M
Si X € X(M) alors ¢, X est la section in ¢~!TN — M donnée par

(0 X)(2) = (de) Xz , zEM.

Par définition, la seconde forme fondamentale de I’application ¢ : M — N est

By : X(M) x X(M) — C=(¢'TN),

Bo(X,Y) = V40 Y —6.VxY , XY € X(M),

ou V est la connexion de Levi-Civita de la variété Riemannienne (M, g). On montre
facilement, et la verification est proposée comme exercice au lecteur, que (4 est
C°(M)-bilinéare et symétrique. Aussi la trace, per respect au g, de la seconde
forme fondamentale

7(¢) = trace, (Bs) € C(¢"'TN)
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est le champ de tension de lapplication ¢ : M — N. Si {E; : 1 <i < n} est un
repere local g-orthonormé de T'(M), définie sur U C M, alors

})x ZZﬂqs(Ei, E), , ze€U.

3. LA FORMULE DE LA PREMIERE VARIATION

Soit ¢ € C*°(M, N) et {¢¢}¢j<c C C°(M, N) une variation avec 1-parametre de
¢ (tel que ¢ = ¢). Etant donné un point x € M et un repere local g-orthonormé
{E; : 1 <i<mn} CC>®UT(M)), défini sur un voisinage ouvert de z, on se
propose d’ecrire ||d¢;||> comme une fonction sur M. On a

n

‘|d¢t‘|z - tI‘a‘ceg ¢t Z E17 El

i=1

=" hpuo)(deti) B, (dutht) Eie)

i=1
et pour chaque X € X(U)

(dT(ﬁt)XT = dr(<1> o Ozt) Xm = (dat(ac)q)) o (dzat)Xz =

(w,t)

et puis

0602 = 3 hagoy (@ By« (@) Zh“’( .5, 0.E)

=1

i.e. si U =1U x (—¢,¢), on considere la fonction
- 1 .
[2U—-R, f(m7t):§||dx¢t\|i , (2,t) €U,

on obtient
(3) =1 ihq’ (®.50, 0.5) € C=(0).
2 — (28] K3

En utilisant I’expression (3) on peut calculer facilement la derivée de f par rapport

atie.
%{:% ;;(’P@*Ei ®.F;) ) Zh (vg’/a@*m <1>*E¢)

parce que V® € C(®~!TN,h®) i.e. V®A® = 0. On a besoin maintenant du lemme
suivant

Lemme 1. Pour chaque X € X(U)

0

4 80P X =V3o,
(4) Voot Vv o
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La démonstration du Lemme 1 est une conséquence du fait que [X , 9/dt] = 0
et que la connexion V" est symétrique. Donc (pour X = E;)

O s po(ve o2 o5)—

- 9 - o -
_ . P el . _ 3@ -~ @ .
= Z {E (h (<I>*8t , <I>*EZ)> h (q)*at , VE1<I>*EZ) }

toujours en utilisant V®h® = 0. Notez que

o ) 0
( 9t/ (2,0 9t/ (2.0

(‘I)*X) o (d(2,0)P) X (2.0) = (d(2,0)®) (dw00) Xz = (dup0) Xz = (64 X)s
ou bien

(5) (@%) oap=V , (cm)"() cap = X.

D’un autre coté, pour chaque fonction ¢ € C*(U)
X (@) @ty = (doa) Xz) () = Xalp o cr)
et puis (pour t = 0)
(6) X(p)oag=X(poag).
Les formules (5)-(6) impliquent (pour X = E; et ¢ = h®(®,(8/dt), ®.E;))

. o _
E; (2.0 (h‘b(@*&, <I>*Ei)> =
o 9 ;- ¢
= Ew h (‘}*5, (b*Ei) ocag | = E; (h (V, ¢*Ei))m
pour chaque z € U. Soit X4 € X(M) le champ de vecteurs tangents determiné par
WV, 6.Y)=g(Xs,Y) , YeX(M).
L’affirmation Supp(V') C © implique Supp(X,) C 2. Puis (par Vg = 0)
Ei (h?(V, 6.Ep)) = Ei(9(Xy, Er)) =
= g(vE1X¢> ) EZ) + g(X¢>7 VE'LEZ)

ou

noo D) ~ . n
(7) ; E; (h‘b(fb*a : <I>*Ei)) = div(Xy) + > _h*(V ., .V, E;).

i=1

Maintenant on a besoin de

Lemme 2. On a
(VE®.¥) 000 = VoY
pour touts X, Y € X(M).
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En utilisant (7) et le Lemme 2

%(m, 0) = div(Xy), — h? (v, > {vgi@@ - ¢>*vE1EZ-})

i=1
pour chaque x € U, ou encore

(s) & 00 = div(Xy) ~ KV, 7(9)

L’opérateur divergence div : X(M) — C°°(M) est définie par
Lx dvol(g) =div(X)dv, , X eX(M).

Ici Lx denote la derivée de Lie le long de champ X. L’opérateur divergence est
donnée par

div(X) = trace{Y € X(M) — Vy X}
(c’est une conséquence élémentaire du fait que la forme de volume d v, est parallele
pour la connexion de Levi-Civita V de (M, g)) ou encore, localement

div(X) = > 9(Ve, X, E;)
i=1

sur U. Puisque X, est a support compact contenu dans €2 on peut appliquer le
lemme de Green i.e.

/ div(Xg4) dvy =0.
Q

Enfin (par (8) et la définition de f)

0 G By = [ WV 7@ du,.

L’identité (9) est appelée formule de la variation premiere de Eg.
Si {dE(¢¢)/dt},_, = 0 pour chaque variation a 1-parametre {¢;};j<. C C(M, N)
avec Supp(V) C Q, la formule de la variation premiere implique

(10) 7(¢) =0

et (10) est appelé le systeme des applications harmoniques. Dans un moment, nous
allons étudier la structure locale du systéme des applications harmoniques. Comme
on verra tout de suite (10) est localement un systéme non linéaire d’équations
a derivées partielles de second ordre, ou la partie principale est 'opérateur de
Laplace-Beltrami de la variété Riemannienne (M, g). On rappelle que lopérateur
de Laplace-Beltrami est donné par

Au = —div(Vu) , ue C*(M).

Ici Vu € X(M) est le gradient de u € C*(M) i.e. le champ de vecteurs determiné
par g(Vu, X) = X (u) pour chaque X € X(M). En utilisant 'expression locale

div(X) = % aii (vax)

1 0 o Ou
_ -
VG o (*@ axf)

on obtient aussi

Au = —
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parce que (Vu)® = ¢ (9u/027) 9;. Une autre formule locale utile peut étre obtenue
de la maniere suivante

Au = —div(Vu) = —trace {Y — VyVu} =

= S 4(Ve V. B) Z{E (Vu, E) - 9(Vu, Vi, By)}

i=1
ou encore

(11) Z{E — (Vg E)(u)} .

Nous sommes préts & donner une représentation locale du tenseur de tension 7(¢),
et ensuite des équations (10). On a

T(¢) = traceg (85) Zﬁ¢ E;, E;) ZEZJEZC Bs(0;, Ok),
i=1
=FElo; , Bl eC®(U) , Y EIEf =g¢*% | g;9* =6},
i=1
et puis

m(0) = &7* 05(0; . 04) = 7 { V5,004 — 0.V0,01 } .
B a¢a 9 ¢ B i
6% [ 9 \? 928 [ 0\ 09¢f o \?
¢ e JO9T [ O _ 9 90" oo (9 \ _
Vo, @40k = Vo, {89&’“ (6yﬁ) } Oxd Ok \ OyP T o Vo, (8y5

62¢a o a¢[3 6@57 [}
a {Bﬂcj ok + (T3 09) 5 o c’)xk} (ay ) '
6"\ (9 \
Ox’ oy )
D’un autre coté (par (11))

Au=-Y" {E (Ef ;“ﬂ) — EJVy, (EFoy) (u)} =

i

ensuite

of 0o 008 96"
_ Jk «a
o) =g’ {axj oat T [5:00) 57 gux —

1

:_z:{E(EJ)a8 (5—) Z(Zik 88u E!E}(Vo,01) (u )}

14 Ju
__ i g _
ZE { Oxk ‘ Jk axf}'

i

- 0%u i ou
— _ gk _ il
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Enfin

, 288 97 2 \?

) .
ik et ng sont respectivement
les symboles de Christoffel de seconde espéce de g;; et de hag. Les équations (10)
peuvent étre écrites localement:

Partout nous avons mis ¢® = y“ o ¢. Par ailleurs ‘

) 3¢ﬂ 0
« k « _
(14) —A¢* + ¢’ (Fﬁwoqﬁ)@w—o , 1<a<m.
Par exemple, soit 7 : (a,b) — N une géodésique de (N, h) i.e. localement on a
d2v°‘ dyt dvv
15 e - =
(15) iz o) G
Dans ce cas
1 & 11
M= =1 —t, A=— —1
(Cl, b) , N , T t ) dt2 , 9 B

et les équations (14) peuvent étre écrites sous la forme (15) i.e. chaque géodésique
~ : (a,b) — N est une application harmonique entre les variétés Riemanniennes
((a,b), dt @ dt) et (N, h).

Exercise 2. i) Plongements isométriques minimauz. Montrer que chaque plongement
isometrique ¢ : M — N est minimale si et seulement si ¢ : M — N est une application
harmonique.

ii) Submersions Riemanniennes (cf. [10], p. 118). Montrer qu’une submersion Rieman-
nienne 7w : M — N est une application harmonique si et seulement si ses fibres 7r*1(y),
y € N, sont des sous-variétés minimales de M.

iii) Applications holomorphes (cf. [10], p. 116). Soit (M, J,g) et (M',J’, g") deux variététs
Kaehleriennes. Une application differentiable ¢ : M — M’ est holomorphe si (dz$) o J, =
J, é)(x) o (dz¢) pour chaque x € M. Montrer que chaque application holomorphe entre deux
variétés Kaehleriennes est une application harmonique.

iv) Applications bi-harmoniques (cf. G-Y. Jiang, [24], C. Oniciuc, [31]). Soit ¢ : M — N
une application différentiable, de classe C'°°, entre deux variétés Riemanniennes M et N,
avec M compacte. Soit Es : C*° (M, N) — R donné par

Bo0) =5 [ @I du,.

On dit que ¢ : M — N est une application bi-harmonique si {dE2(¢:)/dt},_, = 0 pour
chaque variation {¢¢}¢j<c C C°°(M,N) de ¢o = ¢. Déduire la formule de la premiere
variation pour Fo

B0} o = [ 1 (). V) duy,

n(®) = ~a°7() ~ race, { ()" (., r0) 0 } € (07 TN)).

v) Champs des vecteurs harmoniques (cf. S. Dragomir & D. Perrone, [15]) Soit (M, g)
une variété Riemannienne et 7 : T(M) — M le fibré tangent & M. Soit V la connexion de
Levi-Civita de (M, g). L’espace totale T (M) a une structure Riemannienne naturelle, la
métrique de Sasaki, induite par g de la mani¢re suivante. Soit V™ =771V € C(r~'T(M))



Applications et morphismes harmoniques 69

la connexion induite par V dans le fibré pullback 7~ 'T(M) — T(M), dont chaque fibre
est

(77'TM), = Tewy(M) , veET(M).
Le vecteur de Liowville est la section £ € C*(n~'T(M)) donné par
L) =v€ Try(M) = (r'TM) , veT(M).

Un champ des vecteurs tangents V' € X(T'(M)) est horizontal si Vi;L = 0. Soit H, C
T, (T (M)) le sous-espace de tous les V,, ot V' € X(T'(M)) est un chaque champ horizontal
quelconque. L’application v € T(M) — H, C T,(T'(M)) est la distribution horizontale
sur T'(M). La distribution verticale est v € T(M) — Ker(dym) C To(T(M)). On peut
vérifier que
T.(T(M)) =H, ® Ker(dom) , veT(M).

Soit Q : T(T'(M)) — Ker(dm) la projection canonique que correspond & la décomposition
précedente. Considérons les morphismes de fibrés vectoriels L et Kv donnés par

L:T(T(M)) - x'T(M) , Ky:T(T(M))— =z 'T(M),
Ly(w) = (dom)Vo , Ko =7,"0Q, , veT(M) , weT,(T(M)),
yim MM — T(T(M)),

Ww(X) = 20) e TLT(M) , weT(M) |, X € Tuy (M),

C:(—€e) =T(M), Ct)=v+tX , |t|<e.

Kv est Vapplication de Dombrowski. Enfin on pose
Gs(V,W) =g¢"(LV,LW) 4+ ¢"(KvyV,KvyW) , V,W e X(T(M)),

ot g™ = 7' g est la métrique induite par g dans le fibré pullback 7= 'T(M) — T(M). On
peut vérifier que G5 est une métrique Riemannienne sur T'(M) et donc on peut regarder
chaque champ de vecteurs tangents X € X(M) comme une application X : M — T(M)
entre les variétés Riemanniennes (M, g) et (T(M),Gs). Soit (M, g) une variété Rieman-
nienne compacte.

a) Montrer que la restriction de I’énergie de Dirichlet E : C*°(M,T(M)) — R aux
champs de vecteurs tangents a M est donné par

E(X):%VOI(M)+% /M IVX|?dv, , X eX(M),

ot n = dim(M).

b) Montrer que X € X(M) est une application harmonique (i.e. un point critique
de I'énergie £ : C*°(M,T(M)) — R par rapport & variations {¢:}¢j<. C C°(M,T(M))
arbitraires de X i.e. ¢g = X) si et seulement si VX = 0.

¢) Montrer que X € X(M) est un point critique de 'énergie E : X(M) — R si et
seulement si VX = 0.

d) Soit S™™! — U(M, g) — M le fibré tangent sphérique, dont les fibres sont

UM,g)e ={veTu(M) : gu(v,v)=1} , z€M.

Soit G = "G, la métrique induite par la metrique de Sasaki, ou ¢ : U(M,g) — T(M)
est l'inclusion canonique. Soit X¥'(M) = C*(U(M,g)) 'espace des sections de classe
C® dans le fibré tangent spheérique. Montrer que X € ¥? (M) est un point critique de
E : X' (M) — R si et seulement si

AX —|VX|PX =0,
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ot Ay (le Laplacien brut) est Poperateur différentiel de second ordre Ay : X(M) — X(M)
donné localement par

Ay =— i {VElin — VVE,LEl} ,

i=1

ot {E; : 1 <i<mn} estun réper local g-orthonormé de T'(M).

4. APPLICATIONS HARMONIQUES A VALEURS DANS UNE SPHERE

Nous commengcons par le calcul des symboles de Christoffel de la sphere standard
Sm = {z e R™ . X?+ ... 4+ X2, = 1}. Désignons par (X1, , Xp41) les
coordonnées cartésiennes sur R™T1, I’espace euclidien avec la métrique standard

2 0 AB
< <
h0<7!7 ) B>76 y 1 A7B m+1.

Nous adoptons la convention d’écriture X4 = X4 pour 1 < A < m+ 1. Le
plongement canonique j : S™ — R™*! est donné localement par

Z(?Jlf"ﬁym): ylv"'vy7n7 1_2,%% ’
V a=1

W™ exWU)  ya=y",
[]:{()(17 7Xm+1) ESm : Xm+1 >O},

X:U—=R" | x(Xi,-, Xpg1) = (X1, Xm) , j=dox .

La métrique induite par hg sur S™ est h = j*hy. Par consequent, localement

0 0 N e
oo = (5 3) =0 (W3- 9037)

ajA " ajm+1
- =9 1<AL =
aya a =m, 8ya 9
L0 0 0
(D)5 = gxa ~ oxmt1
et on obtient
(16) hag = Oap + —2298__
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On veut déterminer

(63 [e3 1
IG5, =h" sy Tpyu = ) (hﬂurlv + hurip — hﬁw\u) )
of ~
f\u*aiyu7f€c U), 1<pum.
Il est donc nécessaire de calculer la matrice inverse [h*’] = [hap]~!. On cherche

ho8 sous la forme

ol a € R est une constante a déterminer par la condition

WPhgy =6 = (6% + ay®y?) | 6g, + —20 | =52
1= v
p=1

o Yoy o Yoy = o
ST SV R T o

1=> v, 1=> v o
pn=1 p=1

= ya% 1+a(1—§:yi>+a§:yﬁ =0
1= v b=l p=1

p=1

L=

pn=1

et on peut choisir a = —1 tel que
(17) hoB = P y“y’B.
Puis

YsYu

1- iyi
o=1

ad
hguly = aTﬂ opu +

1 2ysYpy
08vYu + Ouyyp + %

1-3 g2 1= "2
o=1 o=1

1 1 2YsYuy
Ty = 5 0vYu + Opyyp + %"’

1= y2 1= "2
o=1 o=1
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294 YuYp

1= "2
o=1

2Y3Y~Yp

1= "2
o=1

+ 0y8Yu + OppYy + = 08uYy — OyuYp —

ou encore
YBY Y
(18) Layu = 5ﬁv + m7 ::’L
=D v [ 1->w
o=1 o=1
Enfin (par (18))
YpY Y
8, = (0% — oyt | 65y + —0 =
L=D oz ) 1= v
o=1 o=1

o=1 o=1
ou
(19) U5, =y [0sy+ ——— | =v"hsy-
1=> v
o=1

Soit ¢ : M — S™ une application différentiable. Si ® = jo ¢ et 4 = X4 0 & alors
4P, =1 ou
P05+ "D, = 1.

En différenciant par rapport & 27 on obtient

o09h 0%,
(20) T 9= P
puis (par (20))
gyo¢:¢a<5ﬁv+¢§¢'y> ) onoj:ya’ q)a:¢a7
m+1

, PP 9 LT 9 gpA s
Jjk (o Y YV paik § Y _ o E : v A2
¢ (5, 0 0) Oxi Oxk % 4= Ox) Oak @ p Iveri®.
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On peut conclure qu'une application ¢ : M — S™ est harmonique si

m+1
(21) AP+ Y VP =0 , 1<a<m.
a=1
Habituellement on pose ||[V®||? = Zill [V®4||2 de sorte que les équations (21)
deviennent
(22) ~AD +||VP|?P® =0,

A(I):(A(blv 1A(bm+1) ) ¢):((D17 7(Dm+1)~

Exercise 3. i) Sous-variétés minimales dans sphéres (cf. [10], p. 84-88). a) Soit
i: M — R™ une sous-variété de 'espace Euclidien, avec la métrique Riemannienne in-
duite. Soit aussi 1 : M — M une immersion isométrique de la variété Riemannienne
m-dimensionnelle M dans M. Montrer que le vecteur de courbure moyenne de 1 est la
composante tangentielle (par rapport a T(M)) de 1/m A(i o v).

b) Soit M une variété de dimension m et ¢ : M — S™(r) une immersion isométrique de M
dans la sphere n-dimensionnelle de rayon 7 > 0. On pose ¥ = j0¢ ot 4 : S™(r) — R" ! est
Iinclusion canonique. Montrer que ¢ est minimale si et seulement si A¥ = —(m/r?) U.

ii) Sous-varétés dans sphéres et valeurs propres du Laplacien (cf. T. Takahashi, [35]). a)
Soit ¥ : M — R™*! une immersion isométrique d’une variété Riemannienne M dans R™*!
telle que

AV =—p¥ | nelR , u#0.

Montrer que 1) > 0, 2) (M) C S™(r) ot 72 = m/u, et 3) ¥ : M — S™(r) est une
immersion isométrique minimale.

b) Soit
(G)r = [ ovdvllg) . 6.veCTSR),

le produit scalaire L? sur la sphere S™, doté de la métrique Riemannienne canonique g, .
Soit A € Spec(A) une valeur propre du Laplacien A : C*°(S™,R) — C*°(S™,R) et soit
Eigen(A, \) € C*°(S™,R) le sous-espace propre correspondant. Si N = dimg Eigen(A, \)
et {¢1, - ,dn} C Eigen(A, \) est une base orthonormale (par rapport au (-, -)z2), mon-
trer qu'il y a des constantes a > 0 et r > 0 telles que application ¥ = (ag1, - ,adn)
est une immersion isométrique minimale de S™ dans S ~*(r) C RY.

Plus tard, nous aurons besoin de la notion de produit tordu, que nous nous
empressons d’introduire. Soit (L,gr) et (B,gp) deux variétés Riemanniennes de
métriques respectives g, et gp. Soit w € C°°(L x B) une fonction différentiable tel
que w(z,y) > 0 pour tous (z,y) € L x B. On pose S = L X B et on dénote par
II; : S — LetIly : S — B les projections canoniques. Il s’ensuit que le champ de
tenseurs de type (0, 2)

h =g +w? M3gp

est une métrique Riemannienne sur S. La variété S dotée de la métrique h se note
L x,, B et ’appelle le produit tordu des variétés (L, gr) et (B, gg) avec fonction de
torsion w.

Soit §™ C R™*! la sphere standard et

Z:{IESMIXlng:O}.
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On peut montrer facilement que X est une sous-variété totalement géodésique de S™
de codimension 2. Un résultat un peu plus élaboré montre, au moyen d’une trans-
formation de coordonnées locales, que chaque sous-variété totalement géodesique
de codimension 2 dans la sphere S™ est isométrique a ¥. Une observation tres
importante dans notre contexte est que S™ \ ¥ est isométrique & un produit tordu.
Précisément, si on pose

ST = {y= (4 ym) ER™ s y € S,y >0},

fi87P xSt = (0,400) , f(y,Q)=wym , yeST ', ¢eS' CC,

Il s’ensuit que 'application
Iy, Q) = WYty Yymv, ¥') , y€ST, (=u+ives,

donne une isométrie S_T*l xSt~ 8™\ X entre S x ¢ St doté de la métrique
Riemannienne 75 g, _1 + f2m3g1 et (S™\ %, gm). Ici

ST xS ST ST xSt — St

sont les projections natureles et gy denote la métrique Riemannienne canonique
sur la sphere SV C RY*!. La section suivante est dédiée & 1’étude des applications
harmoniques d’une varieté Riemannienne M dans S™ \ X, en profitant du fait que
S™\ ¥ est une produit tordu pour écrire I’equation des applications harmoniques
d’une maniére trés simple.

5. LE THEOREME DE SOLOMON

Soit (L, gr) une variété Riemannienne et S = L X,, R un produit tordu , ou
w € C™(S), w > 0 est la fonction de torsion. Comme nous l'avons vu dans la
section précédente, la variété S se pense comme dotée de la métrique

h =g +w?dt @ dt .

Une observation tres pédante est que la fonction coordonnée t : L x R — R est
donnée par t =t oIl ot Iy : L x R — R est la seconde projection canonique et ¢
est la coordonnée (globale) cartesienne sur R. Sauf pour des raisons de caractere
didactique, habituellement on ne fait pas de distinction (du point de vue des no-
tations) entre t et £. Soit M une varété Riemannienne orientable compacte. On
établit le lemme suivant.

Lemme 3 (B. Solomon, [34]). Soit ¢ : M — L x,, R une application harmonique.
Soitu=Tly0¢: M — R. Alors u est une solution de I’équation elliptique

(23) div ((w o ¢)* Vu) = (w o ¢) <%—1:o¢) V|2 .

En particulier si w est une fonction sur L (i.e. Ow/0t = 0) alors $(M) C L x {ts}
pour quelque ty € R.

Démonstration. Soit F =11 o ¢. Si p € C°°(M) alors on pose
¢s(x) = (F(z), u(z) +sp(x)) , xeM , |s| <e,

de tell maniere que {¢s}s|<. est une variation avec 1-parametre de ¢ = (F,u). Sit
g la métrique Riemannienne sur M. La norme de Hilbert-Schmidt du differentiel
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dos est donné par
lds |3 = [trace, (63h)] (x) = D (&3h)(Ei, Ei)e =
i=1

- Z h¢s(z) z¢s 1,2y (dz¢s)Ez,z)

pour z € U, ou {E; : 1 g i < n} est un repére local g-orthonormé défini sur
I’ensemble ouvert sur U € M. Si X € X(U) alors

R (2) (detds) Xa , (detps)Xa) =
= (Wi91) g, () (o) Xo , () Xo) + w(04(2))? (1), ) ((drs) X)) =
= 91.7() ((dg,()T1) 0 (dets) Xo , (dp, (2yTT1) © (duhs) X) +
+0(65(2))? [(du(ayrs o)) © (g, (o) 2) © (daps) X,]* =
= 0.7 (A F) X , (daF)X0) + w(5(2))? [(dueys (o)D) © (do(u+ 59)) X,)* =
= (F*91)(X, X)s + w(65(2))? {(dute) s o)D) [([dett) X + 5 (dap) X, ]}

parce que II; (¢s(z)) = F(z) et Ia(ps(x)) = u(z) + sp(x). D’autre part on peut
faire la considération élémentaire suivante

(dou) X, = X' (2)(dyu) (8(11) = X'(z) g;i (x) (gt) .
(du(w)Jrs cp(gc){) (dxu)Xac =X, (u) )

parce que (dt) (0/0t) = 1. Ici X = X?9/dz" par rapport & un systéme de coor-
données locales (U, z%) sur M. Ensuite

(63h) (X, X) = (F*g) (X, X) + (wo ¢,)* [X (u) + s X ()]

et alors

ldesll* =Y (F*g1) (Eis Bi) + (wo é,)* Y [Ei(u) + s Ei(p)]” =

= [dF|* + (wo ¢,)* Z {Ei(u)? + 25 Bi(u)Ei(0) + 5 Bi(9)*}
sur U, ou Z
(24) ldes||* = [dF||* + (w0 6)* [ Vul® + 25 9(Vu, Vo) + 5 | Vo] -
D’autre part (par (24))
& {w(F (), u@) + so(@)? [IVul? +256(Tu, Vo) + O] },_, =

= 2w(F(x), u(z) %(F(x),uw)) (@) [Vull; + 2w(F (z), u(x))* g(Vu, Vio)o =

= 2w(d(x)) wi(d(x)) p(x) Va3 + 2w(e(x))* g(Vu Vi) .

Si¢: M — S est une application harmonique alors

(25) 0= BN o= 5[ |d¢s|2dvg}0—
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N /M {(wo¢) (weoo) ¢ Vul? + (wo ¢)? g(Vu,Ve)} du,
et
(wo ¢)? g(Vu, Vi) = (w0 ¢)*(Vu)(p) = (Vu) (w0 ¢)* ¢) — ¢ (Vu) [(wo ¢)*] =
= div [p(w 0 ¢)> Vu] — ¢ (w0 $)* div(Vu) — ¢ (Vu) [(wo ¢)?] =
= div [p(w 0 ¢)* Vu] + ¢ {(wo ¢)? Au— (Vu) [(wo ¢)*] },

/ div [p(w o b)? Vu| dvg =0,
M
donc (par (25))

/Mw{(wow (we 0 ¢) [[Vull* + (wo ¢)* Au— (Vu) [(wo )]} dvg =0

pour chaque ¢ € C*°(M). Mais on sait que C§°(M) (ici C*°(M) parce que M est
compacte) est dense edans L?(M) et alors

(26) (wo ¢) Au=2(Vu)(wo ¢) — (we 0 ¢) [Vl

ou wy = dw/dt. 1l peut étre observé facilement que les formules (26) et (23) sont
équivalentes. La premiere partie du Lemme 3 est demontrée. Si wy; = 0 alors
lequation (23) devient

(27) div [(w o ¢)*Vu] = 0.
ensuite
div [(wo ®)*u Vu] = udiv [(wo ¢)2V¢] + (w o ¢)*(Vu)(u)
ou (par (27))
div [(w o ¢)?u Vu] = (w0 ¢)?||Vul]?

et (par intégration le long de M, en utilisant le lemme de Green)
[ weorIvul? ao, =0
M

on peut conclure que u = constante sur M i.e. u(x) =ty pour quelque ty € R et
chaque x € M. Q.e.d.

Nous sommes préts a commencer la discussion sur les applications harmoniques
dans une sphére dont les valeurs omettent une sous-variétés totalement géodésique
de codimension deux. On dit qu’ une application continue ¢ : M — S™ rencontre
Y si (M) N # 0. Soit ¢ : M — S™ une application continue que non rencontre
pas ¥ (ie. ¢(M)NX = (). On dit que ¢ et ¥ sont entrelacés si Papplication
¢ : M — 8™\ X n’est pas homotopique & lapplication constante. Le but de cette
section est de prouver le résultat suivant.

Théoréme 1 (B. Solomon, [34]). Soit ¢ : M — S™ une application harmonique
non constante, d’une variété Riemannienne compacte M dans une spheére. Alors ¢
et X sont entrelacés ou ¢ rencontre X.

Démonstration. Soit ¢ : M — S™\ 3 une application harmonique non constante
qui non rencontre pas Y. La preuve se conduit par réduction a ’absurde i.e. on
suppose que ¢ : M — S™\ ¥ et ¥ ne sont pas entrelacés i.e. ¢ : M — S™\ X est
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homotopiquement nulle. Comme S™ \ ¥ &~ ST 7! x; S (une isométrie), on peut
considerer ’application

1/;:I_10¢:M—>S_T*1 xSt
Soit p : R — S I'application de recouvrement naturel i.e. I’application exponen-

tielle p(t) = exp(2mit) pour chaque ¢ € R. Considerons le produit tordu S’_Tfl XwR,
ie la variété produit Sf{_“l x R dotée de la métrique

I g1 + (wo Ily)? dt @ dt

we (ST wy)=ym , Y= ym) €ST".
On peut vérifier facilement que ’application

T = (153:71 , p) : S_T*1 Xy R — S_Tfl x5St
est une isométrie locale. On a besoin du lemme suivant

Lemme 4. Soit S et S deur variétés Riemanniennes et soit m : S — S une
isométrie locale. Soit aussi ¢ : M — S une application harmonique d’une variété
Riemannienne compacte et orientable M dans S. Alors chaque application diffé-
rentiable ¢ : M — S telle que wo ¢ = é est harmonique.

Par le Lemme 4 I'application ¢ : M — 51_”71 x ¢ S' est harmonique. Posons
F=mot , a=mo1,
ol
leST_1x51—> T_l , WZ:ST_leleSl,
sont le projections canoniques. De plus soit xg € M et (o = @(zg) € St. Con-

siderons aussi un point ¢y € R tel que p(tg) = {p. Nous avons besoin d’un résultat
standard de la théorie de 'homotopie.

Lemme 5 (Proposition 5.3, [21], p. 43). Soit X un espace topologique conneze et
localement connexe par arcs. Soit xg € X et f : X — S une application continue.
Sito € R est un point tel que p(to) = f(xo) et fom(X,2z0) = 0 alors il existe une
unique application continue g : X — R telle que g(tg) =to et pog = f.

On peut observer que
p~0 = >0 = d.m(M,z)=0
et alors (par le Lemme 5) il y a une unique application continue u : M — R tel que
u(xg) = to et pou = 4. Il est utile d’ indiquer les applications introduites a 'aide

du diagramme commutatif suivant

zoe M —2 s 1, 81

to e R T> S1s (.

On applique maintenant le Lemme 3 avec L = STfl, avec la fonction de torsion
w e C®(ST") donné par w(y) = ym, et avec application

Y= (Fu): M — ST x,R.
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Ca c’est possible parce que mo ) = 1[) et 7 est une isométrie locale et alors (encore
par le Lemme 4) 1 est une application harmonique. Par le Lemme 3 il en résulte
que

(M) C S x {ty}
pour quelque ¢, € R. Donc on peut penser que v est une application harmonique
de M dans I’hemisphere S_Tfl. Enfin, on utilise le lemme suivant

Lemme 6. Soity : M — Si%l une application harmonique d’une variété compacte
et orientable dans une hemisphére. Alors 1 est Uapplication constante.

Démonstration. Par I’équation (22)
—AT 4 ||VY|?T =0,
U=joy , j:S"'CR™.

En particulier —AW,, + |[V¥||2¥,, = 0 et alors (en intégrant le long de M, par le
lemme de Green)

/M V¥ |?V,, dv, =0,

U(M)cSPt = VU, >0,
et alors VU = 0 sur M et donc ¥ est constante. Alors ¢ : M — 8™\ X est
constante, une contradiction. Q.e.d.

Par un résultat de topologie tres bien connu Sj_”fl x St ~ S (une equivalence
d’homotopie). Par consequent, une application continue ¢ : M — Sz“l x ST est
homotopiquent nulle si et seulement si m90¢ : M — S! est homotopiquent nulle. Les
classes d’homotopie des applications continues M — S! forment un group abélien
7l (M) (le groupe de Bruschlinski de M, cf. [21], p. 48). Aussi (par le Théoréme 7.1
[21], p. 49) il y a un isomorphisme naturel 7! (M) ~ H'(M,Z) et donc on obtient
le résultat suivant

Corollaire 1. Soit M une variété Riemannienne connere, compacte, orientable
avec HY(M,R) = 0. Alors chaque application harmonique non constante ¢ : M —
S™ rencontre X.

6. LA FORMULE DE LA SECONDE VARIATION ET STABILITE DES APPLICATIONS
HARMONIQUES

Soit ¢ : M — N une application harmonique entre les variétés Riemanniennes M
(compacte, orientable) et N et soit ® : M x (—¢, €) X (—¢,€) — N une variation avec
deux parametres de ¢ i.e. une application differentiable telle que ®(z,0,0) = ¢(z)
pour chaque x € M. On pose

Gsp: M =N | ¢4(x) =D(x,5,1) , xeM , [s|<e, Jt|<e,

donc ¢g,0 = ¢. On pose aussi

0 0
Vi = (d(2,0,0)®) (*) » Wa = (dz,0,00®) (*) , TEM,
( ot (2,0,0) ( s (2,0,0)

donc V,W € C*®(¢~T(N)). On veut calculer

0? 1 02
9501 {E(¢s,6)}s_to = 3 950t {/M lds,:]

24d Vg } .
s=t=0
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Soit {E; : 1 <4 <mn} un repere local g-orthonormé définie sur U C M. Si
M:Mx(—ee)x(—e,e) . f:M—R,
f(z,s,t) = ||d¢st|| , €M | |s|<e, |t| <e,
st M — M ast(z) = (z,8,t) , xeM,

alors
f= Zh‘l’ .E;, ®.E;)
sur U = U x (—¢,€) X (—¢,€) ot
(<I>*A)(x,s,t) = (d(z,s,t)q))A(z,s,t) ) Ae x(M) ’ (zv S7t) € M:

Xony = (doas )Xo , XE€X(M) , z€M , s;te(—cpe),
et donc ¢, A € C°°(<I>*1T(N)) et X € X(M). Tl en suit que

Z ot {hq{> ®.E;, Ei)} -
(parce que V®h® = 0)
—23"n® (Vg’/at@*Ei7 @Ei) -

(parce que {8/81&, X} = 0 pour chaque X € X(U))

o -
= ¢ @ el ) =
=23 h (in@*at : <I>*El) =

- o - o -
— Ane (e 2 N e (9.9 e ‘
,22{1«71 <h <<I>*at,<1>*Ez)> h (@at,incb*E,)}

(de nouveau par V¥h® = 0). Pour chaque s,t € (—¢, €) soit X, ; € X(M) determiné
par

9(Xer, V) = h¢(q>*% , Y )oas: , YeX(M).
Alors

0 . B . o P ) B
ZE < < t ¢) E )>(1757t) - ZEL(I,s,t) (h ((I)*§7 (b*EZ)) —

K2

0 ~ 19} -
= Z [(dacvss) (fﬁ <<1> , <1>*EZ-)) =ZE (sz (‘I’*& : <I>*Ei> o as,t) =

— ZEZI Xst7 El :Z{g(inXs,tv Ei)+g(Xs,t7 vElEl)}x =

. 0 ——
= div(X,,)(z) + h® (q)*{?t , Z q>*inEi>

(,5,t)
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et on obtient

1 0f . @ 0 @ . - 7
5 7 (@5 t) = div(Xy)(@) — h (fb*at 7 Z (in@*El - ®*inEz)

(x,s,t)
Pour chaque X,Y € X(M) on définit une section B¢(X,Y) € C®(®~1T(N)) en
posant

Ba(X,Y) = VED,Y — 8,V \Y
Alors la derniere identité devient

(28) 3 %(17 s,t) = div(Xs)(z) — h® <<I>*% , traceg (ﬂq>)>

(,s,t)
et par consequent

0 ) 1 9f B
M{E(%,t)}s:tzo—%{/]wga(.7s,t) dvg} =

s=t=0

div(X, ) (z) — h® @*ﬁ , traceg (Bo) dx
| ot @0l acim

ol on a posé par simplicité dz = (dvy)(x). Ensuite (par le lemme de Green)

(29) 8?875 {E(¢s,6)}mimo =

0 0
AL ()}

Maintenant on peut calculer (par VEA® = 0)
0. s 0
(30) s {h <<I>*& , traceg (ﬂq;)):| =

0 0
=h? (Vg/astﬁ*a , traceg (ﬂq,)) +h® (@*a , Vg/astraceg (ﬂq>)> .

On peut montrer facilement que

(V;{'ﬁ(@*f/) (2.00) (V?(Y)I ’ (Q*X) (2.00) (04X,

[traceg (5@)](%0’0) = Z {V(Zy@s*Ei - ¢*VE¢E1'}$ =

3

= [trace, (By)], = 7(6)s = 0

donc

parce que ¢ est harmonique. D’autre part

(31) V3 patrace, (0a) = 3 V85 00(E; . E;) =

3 {vg/%vg@*éi - Vg’/as@*inEi}
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et (compte tenue du fait que [8/65, X} = 0 pour chaque X € X(U))
P n Avad 9 ” 7
V5/0:V 5, 2B = VE VS0 8. B+ RY o Ei ) 0.E;

ot RV" est le tenseur de courbure de la connexion V¥ € C(®~IT(N), h®). Alors
la formule (30) conduit &

0 0
g 1" (3o e )], =

— e <<I>*gt Y {VE V0B - Vg)/as@*VEiEiD "
- s=t=0
+Zh‘1’ <<1> = RV (%, E) <I>*Ei)st0 =
(parce que [8/83, E‘Z] =0et [3/357 V/:E:EZ} =0)
+;h¢ <<I>*%7 RY" <%7 Ez) ‘I’*Ei) o

@
Soit RY" la courbure de (N, h). Soit aussi (th) = ¢5*1Rv¢ le pullback de RV"

i.e. localement

) (1)) ) - ()

sont les composantes locales de RY" par rapport au systeéme des coor-

yn
Ici Ram

données locales (y®) sur N. On peut montrer (avec un calcul local trés simple)
que

® Q ve ﬁ % ¥ 1 v\
h (cb o R <85,X> <I>*Y)st0_h (v, (R ) (W,qﬁ*X)(b*Y)

pour chaque X,Y € X(M). D’autre part on peut calculer le premier terme de la
maniere suivante

0 0 0
> 3 o v _
h (‘I’*at, El {”E V g, © Os Ve, B }(I)*65> o=

" 0 0 0 B
_ E. [} @ _ 1@ $ @
_Z{ 1<h < AR (I)Bs)> h <: AT q)@s)

0 0
— @ ;7(1) _ =
" < Ot Vi, B *c")s)}oas’t
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(si, pour chaque s,t € (—¢,¢€), on considere Yy ; € X(M) défini par

0 0
_ D
g(Yay, X)=h (‘b*fat , VX(I)**GS) o s

pour chaque X € X(M))
= Z {Ei (9(Ysr, Ei)) —g (Y, Vi, Ei)} —

_ Z {h‘l’ <v§lq>*% , V%@%) } 0 =
(par Vg =0) 1
o(ve g 9 wog O
= gg (Ve Yse, Ei) — Z {h (in@*a , in<1>*%> } 0y
(en utilisant la définition de Y +)

) 0
=div(Yer) = Y {h‘1> (V%‘I)*a , vgi@%) } 0 gt

%

et alors le formules

<V§q)*;'>(x,o,o) - (Vf(V)z : (v;‘;@*i)(wyo) - (vﬁ}w)z , wxeM,

conduisent &

3 o 8 T
s [h <<I>*E , traceg (ﬁq;)):| T div (Xo,0)

n\ @
-y {h"’ (Vv vew) - ne (v, (BY")" W, ¢*Ei)¢*Ei>}
et alors (en intégrant le long de M, par le lemme de Green)

(32) % {E(0s,0)} mio =

= /M {(D‘f’v, DOW) — h? (V, trace, (th)¢ (W, ¢.+) ¢)} duy .

L’identité (32) est la formule de la seconde variation de E par rapport & la variation
a deux parametres {¢s+}—e<s,t<e. On doit encore expliquer la notation utilisé dans
(32). Pour chaque section V € C®(¢~1T(N)) sa dérivée covariante D?V est une

section dans le fibré vectoriel T*(M) ® ¢~ T(N) — M définie par
(DPV)(X)=V%V , XeX(M).

Aussi le métriques g et h induisent sur C*°(T* (M) ® ¢~'T(N)) un produit scalaire

donné localement par
i=1

On a besoin des produits scalaires L?

(V. W) e = /M W) dv, . VW € 06 T(IV)),
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(p,¢)r2 = /M“‘)’w dvy, , @€ C®(T*(M)® ¢ 'TN).

Une autre version de (32) est obtenue en introduisant 'opérateur différenciel (le
Laplacien brut) de second ordre localement donné par

A?:C®(¢p"'TN) — C®(¢"'TN),
AW =3 VL VeV -V, p V) L VeCT(TITN).
i=1
Soit maintenant (D?)” : C®(T*(M) ® ¢~ 'TN) — C=(¢~'TN) l'adjoint formel
de D? : C®(¢~'TN) — C®°(T*(M) ® ¢~ 'TN) i.e.
((D¢)*SD’ V)p = <90’ D¢V)L2 J
e C®(T*(M)®¢ 'TN) , VeC>® 'TN).
Lemme 7. A? = (D¢)* o D?.

Démonstration. On a (par V?h® = 0 et Vg = 0)
) * — @
(D), V)L2 = /M(cp, DOV du,

(¢, D?V) = h(pE:i, Dy V) =

-y {E (h%(0E;, V) — h? (V‘fzicpEi, v)} _
(si on définit X, v € X(M) par
9(Xpv, Y) =h0(eY, V),
pour chaque Y € X(M))

- Z {E (9(Xpv, Br) = h? (V%WEZ' ’ V)} -

=S {o(VeXov, B) +9(Xow, VB - b (V0B V) } =

i

=div(X,v) + Z {h¢ (¢VE,Ei, V) = h? (v%vﬂ@Ei ’ V)} -

= div (X)) = Y0 (VB9 V)
ou la dérivée covariante de @ est donnéze par
(V%)Y =V4(9Y) —oVxY | XY € X(M).
On a obtenu l'identité
(33) (p, VOV) = div (X, v) — h? (trace, (V99) , V) .
En intégrant le long de M (par le lemme de Green)

((D¢)* v, V) = /M h® (traceg (V¢gp) , V) dvg =

= — (traceg (V¢<p) , V) 2
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d’ou
(34) (D¢)* p = —traceg (V¢<p)

parce que C$° (¢~ 1T N) (ici O (¢~ 1T N) parce que M est compacte) est dense dans
L?(¢~'TN). En particulier pour ¢ = D?V

(D?) == (Ve (¢E) — ¢ Ve E} =

i
== > {VL VeV -V, V=AY
et le Lemme 7 est démontré. Q.e.d.

Par les symétries du tenseur de courbure de Riemann-Christoffel
@ @
(v e, | (17) 07000 ) = S (v (7") w05 0.5 =

_Z(KV) (V. 6.E;, W, 6.E )_Z(th) (W, 6.E;, V, 6. E;) =

7

_ ZW ( (RV")?(V, $.E))é.E; W) — B¢ (traceg [(RV”)¢(1/, ¢*~)¢*-} 7 W)

ot KV (le tenseur de Riemann-Christoffel) est donné par
KY'(X,Y.2.0) = MR (ZU)Y . X) . X.Y.2.U€X(M),
¢
t (th) = <;5*1th est le pullback de KV" par ¢. Alors (par (32))

82

(3) 5o EOy = [ 10 W) dv,

ol on a posé
(36)  J,V = A®V — trace, [(thw(v, b2 )b } . VeC®(¢ITN).
L’application Jy : C® (¢ 1T N) — C®(¢~1TN) est dite 'opérateur de Jacobi. On
pose d’habitude
RV = trace, [(RY")*(V, 6. )6 |
et alors I'opérateur de Jacobi s’écrit
(37) Jy =A%~
R4 est un opérateur differentiel d’ordre zero i.e. une application C°°(M)-lineaire
Ry : C®(¢"'TN) — C=(¢"'TN).

En particulier Rg(fV) = fR(V) et alors Ry induit un endomorphisme du fibré
vectoriel 1T (N) — M, indiqué par le méme symbole

R¢ : T¢(T)(N) — Td)(r)(N) , vE€M,

R ZR(W) (v, (dpd)es) (duid)es

Yov e T¢(w)(N) = ((75 ITN)x ’
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one; =FE;, et {E; : 1 <i<n} estun repere ortonormé du (7'(M), g), défini sur
un voisinage ouvert U C M de point x. On peut vérifier sans difficulté (encore par
le propriétés de symétrie du tenseur de Riemann-Christoffel) que

(38) R (RyV, W) =h®(V,RsW) , V,We€C>®( 'TN).
La formule de la variation seconde (35) nous permet d’introduire des notions tres im-
portantes, comme 'indice et la nullité d’une application harmonique ¢ € C*°(M, N).

Nous allons donner quelques définitions. Le Hessien de 'application énergie E :
C*°(M,N) — R est défini par

HE)V.W) = [ 0V W) dv,.

V,W € C*(¢~'TN).
Soit hat(M,N) = {¢p € C*°(M,N) : 7(¢) = 0} Pensemble des applications har-
moniques. Pour une application harmonique quelconque ¢ € har(M, N) I’ indice
de ¢ est la borne supérieure de I’ensemble

{dimp(F) : F C C*(¢"'TN) sous-espace,
H(E), est défini negatif sur F} .
L’indice de ¢ est noté par ind(¢). La nullité de ¢ est la dimension de 1’espace
{VeC>®(¢'TN) : HE)y(V,W)=0, YW € C®(¢"'TN)} .

La nullité de ¢ est noté par null(¢). Une application harmonique est faiblement sta-
ble si ind(¢) = 0 i.e. H(E)s(V,V) > 0 pour chaque V € C*®(¢~1TN). Autrement
¢ est instable.

L’opérateur de Jacobi Jy : C*(¢"1TN) — C>®(¢~ITN) est un opérateur ellip-
tique auto-adjoint agissant sur les sections de fibré vectoriel ¢~ 'TN — M (dont
la base M est compacte) et alors (par la théorie de Hodge-de Rham-Kodaira) le
spectre Spec(Jy) de Jy est un ensemble discret qui se compose d’un nombre infini
de valeurs propres, chaque ayant une multiplicité finie. De plus Spec(Jy) n’a pas
de point d’accumulation. Un nombre réel A € R est un valeur propre de Jy s’il
existe V € C®(¢p~'TN), V # 0, tel que J,V = AV. Pour chaque X € Spec(J) on
pose aussi Eigen(Jy, A) = {V € C®(¢~'TN)\ {0} : J,V = AV}. La multiplicité
de A € Spec(Jy) est la dimension dimg Eigen(J, , A). On sait aussi que

ind(¢) = ) _ dimg Eigen(J,, A),
A<0
null(¢) = dimg Eigen(Jy, 0) = dimg Ker(Jy) .
On écrit le spectre de J, comme une suite

A(@) < Xa(P) << A(@) <+ T+

ou chaque valeur propre est écrit tant de fois combien sa multiplicité. Aussi on sait
(par la théorie générale des valeurs propres d’un opérateur elliptique auto-adjoint)
que ¢ € har(M, N) est faiblement stable si et seulement si A, (¢) > 0 pour chaque
v>1.

Proposition 1. Si N est une variété Riemannienne & courbure sectionelle non
positive alors chaque application harmonique ¢ € har(M, N) est faiblement stable.
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Démonstration. On rappelle d’abord que la courbure sectionelle de (N, h) est
Vh

Ky (v7 w7 U7 w)

[l lw]l = fy (v, w)

olt {v,w} C o est une base arbitraire. Soit V € C®(¢~'TN) et x € M. Alors

RV V) = 3 hotw (RS (Ve (0)Bvr) (o) e V) =

k(o) = , 0 CT,(N) , dimpo=2, ye N,

= ZKW:) oy (de)Eizy Viy (dat) Ei) -

Soit A C {1,---,n} lensemble des indices ¢ € {1,---,n} tels que les vecteurs
{Vi, (dz¢)E;} sont linéarement indépendents . Pour chaque i € A soit o; C
Ty(z)(N) le 2-plan engendré par {V;, (d¢)E; .} (autrement, ie. sii e {1,---,n}\
A, alors h? (RyV, V), =0) . Il suit que
W RV, V) = > (IVal [(ded) Biall = Psa) (Vi , (du@) Eiz)) k(i) <0
€A
et enfin

H(E)s(V,V) = /M RO (JgV, V) dv, =

_ / {IDOV||2 = h*(RyV.V)} du, >0
M
pour chaque V € C®(¢~1TN). Q.e.d.

Malgré le fait que har(M, N) n’est pas une variété, nous introduisons une notion
d’espace tangent en un point ¢ € har(M, N) de la maniére suivante. Pour chaque
¢ € har(M, N) soit Ty, (har(M, N)) Pensemble des sections V € C°(¢~1TN) telles
que

Ve = (d,0)®)(0/08)(z0) , zEM,
pour quelque variation a 1-parametre
D:Mx(—€e) >N, ®(x,8)=¢s(x) , €M |, |s| <e,
telle que ¢g = ¢ et chaque ¢4 : M — N soit une application harmonique.

Proposition 2. Pour chaque application harmonique ¢ € har(M, N) on a

(39) Ty (har(M, N)) C Ker(Jy) .
En particulier
(40) dimg [Ty (har(M, N))] < null(¢).

Démonstration. Soit {¢s}|s|<c C bar(M, N) une variation a l-parametre telle
que ¢g = ¢. Puis soi {ds}tj<c € C°(M, N) une variation a 1-parametre de ¢,
i.e. ¢s,0 = ¢s. On pose comme d’habitude

U:Mx(—€e€) X (—€,€) =N, U(z,s,t)=0d¢ss(x) , —€<s,t<e,

0 0
Ve = (dacoo‘I’)( ) , We (dxoo\I’)( ) , e M.
( : ot (2,0,0) ( : ds (2,0,0)

Chaque ¢ est une application harmonique et donc

0
a {E(¢s,t)}t:0 =0
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Il s’ensuit que

32
0= o7 (B @)oo= [ BV W) do,

et alors, comme W € C* (¢~ 'TN) est arbitraire, il résulte que J,V = 0. Q.e.d.

Nous discutons maintenant quelques exemples délibérément simples.

Exemple 1. (L’application constante) Soit ¢ : M — N Dapplication constante
¢(x) = yo pour chaque x € M. Alors

(¢7'TN) =Ty (N) =T, (N) , zeM,
donc une section V € C®(¢~1TN) satisfait
V(z)e (¢~'TN) =T, (N) , zeM.
Soit {vy : 1 <a<m} C Ty (N) une base de Ty, (N). On définie des sections
Vo:M — ¢ 'T(N) , Vo(o)=va , €M , 1<a<m.

Chaque élément de Ty, (N) peut étre écrit comme une combination linéaire des
vecteurs {v, : 1 < a < m} alors pour chaque V € C®(¢~!TN) et chaque x € M

Vi(z) = f*(x) va = [*(2) Va()

pour quelques scalaires f*(z) € R. Par la différentiabilité de V il résulte que
fe e C®(M) et donc

C*(¢7'TN) = {f*Va 1 f* € C*(M)} .

Maintenant nous allons calculer 'opérateur de Jacobi. Pour un répere local or-
thonormé quelconque {E; : 1 <i<n} du (T(M),g)

JoVa = A%V, — Ry Vi,

Ry Vo = trace, {(th>¢ (Va, +) - } - Z (th>¢ (Va, ¢E;) 9 E; =0

parce que d;¢ = 0 (pour n’importe quelle application constante ¢). Soit (£2,y%) un
systeme des coordonnées locales autour de yy de sorte qu’on ait

0
Uu:ag (ayﬁ)y 5 agER
Yo

Si sq = (0/0y™)? alors sq(x) = (0/0y*) g(z) = (8/0y™)y, et donc
Vo (2) = v = aBsq(x)
et puis
; [ 9 97
V?(Va =f {axi +al I (Fgwo(b)}sﬁ =0

olt X = f4(0/0z%). On peut donc calculer le Laplacien brut

APV, = — Zn: {VB.95Va = Ve, pVa} =0,
i=1
AY(fV) = =Y {VE VLUV =V, 5 (V)] =

=1
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= Z {VE [Ei(f)v + fvgiv} — (Ve E)(f)V - fV%EiEiV} -
i=1

n

=y {Ef(f) VA 2E,(f)VeV + Ve VeV — (Ve E)f)V - fV%EiEIV}
i=1

ou
(41) AY(fV) = fAYV + (Af)V = 2VE,V

ou on a utilisé les identités
Af ==Y AE(E(N) - (Ve BN} . Vi=Y E()E.
i=1 i=1

Donc (par (41))

APV = A (fVo) = fU AV + (AF*) Vo = 2V Vo = (AF*) Va
et enfin
(42) TV =(Af) Ve , V=fV,eC®¢ 'TN).
Si A € Spec(Jy) est un valeur propre du Jg ie. JyV = AV pour quelque V =
foV, € C®(¢~1TN) \ {0} alors (par (42))

AfVa = Jo(f*Va) = (AfY) Vo

et donc Af* = Af* i.e. A € Spec(A). On a démontré la proposition suivante
Proposition 3. Soit ¢ : M — N wune application constante i.e. ¢(x) = yo pour
quelque yo € N. Alors le valeurs propre de lopérateur de Jacobi J4 sont les valeurs

propre du Laplacien A de (M,g), chaque compté m = dim(N) fois. De plus, le
spectre du Jy ne dépend pas du yo.

On sait que le spectre du Laplacien est
Spec(A) 1 Ao(g) =0 < Aifg) S Aefg) <--- < Au(g) <+ 1 400
ou le valeur propre \g(g) = 0 est obtenue pour les fonctions constantes (non nulles)
sur M, comme fonctions propres. Alors (par la Proposition 3 et les calcules que la
précéde) on a
ind(¢) =0 , null(¢)=dim(N),
pour chaque application constante ¢ : M — N.
d

Exemple 2. (L’application identique) Soit (M, g) une variété Riemannienne et
soit ¢ = 157 : M — M Vapplication identique i.e. ¢(x) = x pour chaque z € M.
La théorie de la seconde variation est, dans ce cas, treés compliqué. En effet N = M
et C®(¢p~1TN) = X(M) et alors I'opérateur de Jacobi Jyi,, : X(M) — X(M) est
donné par

(43) JlM =A- P

oll A est le Laplacien brut agissant sur les champs de vecteurs tangents & M i.e.
localement

AX ==Y {VeVeX-Vy,eX} , XcX(M),
i=1



Applications ¢t morphismes harmoniques 89
et p est I'opérateur de Ricci i.e. localement
p(X) = iRV()Q E)E; , XeX(M).
i=1
L’opérateur de Jacobi Jy,, est en relation avec le Laplacien Ay : QY (M) — QY (M)

agissant sue les formes différentielles de degree 1. D’autre part il y a un isomor-
phisme canonique X(M) ~ Q! (M) des C°°(M)-modules donné par

Xex(M)— X"=weQ' (M) , wY)=g(X,Y), YeX(M).
On peut donc introduire 'opérateur différentiel
Ap :X(M)— X(M) , AgX =M X" | X e %(M).

Lemme 8 (La formule de Weitzenbdck).

(44) AH = Z—l— p.
On obtient
(45) JIM:AH72P-

Une conséquence importante de la formule (45) est

Théoréme 2 (R.T. Smith, [33]). Soit (M, g) une variété de Einstein (i.e. Ricy =
cg pour quelque ¢ € R) de dimension n > 3, compacte. Alors i) application
identique 1p; : M — M est faiblement stable si et seulement si la premiere valeur
propre non nulle A\(g) du Laplacien A : C*(M) — C*(M) satisfait l'inégalité
A1(g) > 2¢, et ii) la nullité de Uapplication identique est

null(1y7) = dim Iso(M, g) + dimg{f € C*°(M) : Af = 2cf}
ot Iso(M, g) est le groupe d’isométries de (M, g).

Le Théoréme 2 rappelle un résultat classique de A. Lichnerowicz (cf. Théoreme
D.I dans [2], p. 179):

Théoreme 3. Soit M une variété Riemannienne compacte n-dimensionelle. S’il
existe un nombre k strictement positif tel que Ricy (X, X) > k g(X, X) pour chaque
X € X(M) alors on a aussi M\ (g) > kn/(n —1).

L’hypotése du Théoreme 3 n’est pas satisfaite, en general, par une variété d’Ein-
stein (Ricy = cg) parce que la courbure scalaire R = cn peut étre non positive.
D’autre part, si R > 0 alors (dans les hypothéses du Théoréme 2) on peut appliquer
le Théoréme 3 pour en déduir que A\1(g) > en/(n — 1) mais l'inégatité obtenue est
trop faible. En effet on a toujours 2¢ > en/(n — 1) parce que n > 3 (et on peut pas
dire aucune chose sur la stabilité de 15/).

Pour démontrer le Théoreme 2 on a besoin d’abord du

Lemme 9. Le Hessian de E pour Uapplication identique ¢ = 17 est donné par les
formules

(46) H(E)1,, (X, X) = /M {IVX|P - Rice (X, X)} duv, |

(47) H(E)1M(X,X) = " {g (AHXa X) - QRICV(X:X)} d'l)g,
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(48) H(E),,, (X, X) = /

1 .
{3 1ol = v} ao,.
M

pour chaque X € X(M) = C=(1;/TM). En particulier, comme conséquence de
(46), si Ricy est semi-défini négatif alors 1p; est faiblement stable.
Démonstration. On part de

H(E)¢(I/7W):/M RO (JyV, W) dv, , V,W e€C™(¢ 'TN),

N=M, ¢=1y , h=g, W =g, C*( 'TN)=2X(M).
On a Jj,, = A — p et on peut accepter l'identité
(49) A=V*V
ou V* : C®(T*(M) ® T(M)) — X(M) est l'adjoint formel de V : X(M) —
C=(T(M) @ T(M))
(V*(P, X)L2 = (907 VX)L2 9
e C®(T*"(M)@T(M)) , XeX(M).

Naturellement, on peut démontrer (49) d’une maniére directe ot on peut le déduire
de A? = (V#)" V? pour ¢ = 1. De plus Ricy (X,Y) = g(pX,Y) et donc

H(E), (X.X) = [ 9(8X = pX . X)du, =

:@KMB—AWWWXN%:

= (VX , VX)), —/ Ricy (X, X) dv,
M

et la formule (46) est démontré. Puis J1,, = Ay —2p implique, de la méme maniere,
la formule (47). La (Ezmonstration de la formule (48) est un peu plus compliquée.
On part de Jy,, =2A — Ay et alors

HE), (%) = [ {208X.X) - 6(AnX. )} dv, =

:2/ |\VX\|2dvg—/ o(AnX, X) do,
M M
et
IVX|? = 9(Ve, X, Vg X).
i=1
On pose w = X° (et donc wf = X). Alors
g(vE1X7 Ej) = (inw)Ejv

Ve X =) [(Vew)E)] E;

=1

IVXI =29 | L (Vm)B] By, 3 (Tow)Eel B | =

J
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= Z [(VE,w)E;)* = |Vw]|?

parce que, pour chaque forme bilinéaire B sa norme est donnée localement par
n
2 2
IBII* = > B(E:, E))
4,j=1

Maintenant on veut utiliser les identités (ott comme d’abord w = X”)

(50) VX = [[Vwll,

21 2 1 2
(51) [Vwl|]* = 3 [|dw]] +t1 I£xgll
(52) Hd*w”2 (div X)

Ici Lxg est la derivée de Lie de g. On a
g(ApX,X)=g ((Alw)ﬁ, X) =(Aw)( Zg (X,E;) (Aw)E; =

= Z ) (Aw) E; = g(Aw, w) :/ g(d"dw + dd*w , w),
M

/ g(AgX, X)dvg—/ {lldw|® + |d*w|*} dvg
M M

ou

(53) /M J(AnX, X) du, = /M{Hdw||2+ (div X)?} dv,

et (en appliquant (50)—(52)) on obtient la formule (48). Q.e.d.

Maintenant nous allons démontrer le Théoreme 2. L’instrument crucial est la
décomposition de Hodge-de Rham

(54) AM)={weQ" (M) : dw=0}a{df : f€C®(M)}

orthogonale par rapport au produit scalaire L2 sur les formes de degré 1. La formule
(54) implique immédiatement

(55) X(M) = {X € X(M) : div(X) =0} & {Vf : feC(M)}.

La décomposition (55) est invariante par Ag. En effet si X € X(M) est un champ
de vecteurs tangents a M avec div(X) = 0 et w = X alors d*w = —div(X) = 0.
D’autre part

9(BuX. ) =g ((Aw), ) = Aw
(i-e. (AHX)b = Ajw) implique
div (AgX) = —d* Ayw = —d* (dd* + d*d)w =0

parce que d* od* = 0 et d*w = 0. Donc Ap préserve le premier terme de la
décomposition (55). Si maintenant X = V f alors w = df et

9(Ar(Vf), ) =g((Audf), ) = Au(df) = dd" df = d(Af)
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ie. (AHVf)b =dAf ou AgVf =V(Af), ce qui veut dire que Ay préserve aussi
le second terme de la décomposition (55). Par hypothése la variété est d’Einstein
et alors

JIM = AH - 2/): AH —2cl
ou I est la trasformation identique de T'(M). Donc la décomposition (55) est aussi
invariante par l'operatéur de Jacobi. En particulier

(56) Ty V= AV —2Vf =V (Af - 2f)

Soit Y € X(M) décomposé (par rapport a (55)) en Y = X + Vf ou div(X) = 0.
Alors

H(E) L, (V2Y) = [ gl YY) dv, =
M
:/]\/j {g(JlMXaX)+g(J1MX7Vf)+g(‘]1va7X)+g(J1MVf7Vf)} dvg’

On a Ji,, X € Ker(div) et Jy,,Vf € VC>®(M) et donc
(J1n X, V2 =0 (J1,Vf, X)2 =0.
11 résulte que (par la formule (48))
H(E)1, (Y,Y) = H(E)1,, (X, X) + H(E).,, (Vf,Vf) =

1
=5 | IExalP du, + H(E), (V..
Le premier terme est non negatif. Pour étudier le second terme on écrit

f € C™(M) = P Eigen(A, A\ (9))

v=0

en terme de fonctions propres du Laplacien
F=> fr, Afo=0 ., Afu=\(9)f , v>1,
v=0

et alors (par (56))

I VE=V(Af —2cf) =) V(Af, —2cf)) =) (A —2¢) VS,
v=0 v=0

et donc les valeurs propres de Ji,, sur Pespace VC*°(M) sont {\, —2c: v > 1}.
En conséquence H(E)1,,(Y,Y) > 0 pour chaque Y € X(M) si et seulement si
A1(g) > 2c.

|

Exercise 4. i) ( Existence de coordonnées locales isothermes, cf. S-S. Chern, [7], S-S.
Chern & P. Hartman & A. Winter, [8]) Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension
2. Montrer que pour chaque point p € M il y a un systéme de coordonnées locales (U, z, y)
tel que p € U et la métrique s’ecrit localement

g =2F(dz ® dx + dy ® dy)
pour quelque F' € C*°(U) avec F(q) > 0 pour chaque g € U.

ii) (Le Laplacien en coordonnées isothermes , cf. [10], p. 54) Soit (M, g) une variété
Riemanniene de dimension 2 et z = x + iy la coordonnée locale complexe associée au
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systéme des coordonnées isothermes (U, z,y) sur M. Montrer que operateur de Laplace-
Beltrami (sur les fonctions) est donné par

A=

Sl

9
0z

1R

iii) (Immersions isométriques minimales dans l'espace Euclidien, cf. [10], p. 55) Soit
U : M — R" une immersion isométrique d’une variété Riemannienne 2-dimensionelle dans
R"™. Montrer que ¥ est minimale si et seulement si
0*V
020%Z
En particulier, observer que la minimalité de M ne dépand pas de la métrique de M mais
seulement de sa structure comme variété complexe.

iv) (Immersions conformes, cf. [10], p. 57) Soit M une surface de Riemann (i.e. une
variété complexe de dimension complexe 1) et ¥ : M — R"™ une application differentiable.
On dit que W est conforme si pour chaque coordonnée locale complexe z = x + iy sur M

(d¥) =~

on a
0
iz =

Ici go est la métrique Riemannienne canonique sur R™ (la métrique Euclidienne). Inspiré
par les exercices précedents, on peut donner la définition suivante. Une immersion V¥ :
M — R™ est une surface minimale dans R™ si ¥ est conforme et 9*¥/dz %z = 0.

Soit ¥ : M — R™ une immersion conforme et soit g = ¥*go la métrique induite sur
M. Montrer que ¥ est une immersion isométrique de (M, g) dans (R", go) et la métrique
induite s’écrit localement comme g = 2F{dz ® dz + dy ® dy} avec F > 0.

ol go<(d\11)§ (dxy)%):o.

)
x

v) (La représentation de Weierstrass des surfaces minimales dans R3) cf. [10], p.
57-71)

a) Soit D C C un ensemble ouvert dans le plan complexe et soit z = z+iy la coordonnée
complexe naturelle sur C. Il est clair que D est une surface de Riemann. Soit ¥ : D — R"
une surface minimale. On définit I'application ¢ : D — C" en posant

o= 520 =5 (G@-i5) . zep.

1) Montrer que lapplication ¢ : D — C" est holomorphe.
2) Si ¢ = (¢, -+ ,¢") alors montrer que i (¢j)2 =0.
3) Montrer que 337, |¢j}2 =F #0.

b) Viceversa, si D C C est un ouvert connexe et simplement connexe et ¢ : D — C"
est une application holomorphe telle que Z;”:l (¢j )2 =0et Z?:l |¢j ‘2 # 0 alors montrer
que 'application ¥ : D — R" définie par

W(z)=Re{/z¢f(<)d<}+cf , 1<j<n,

est une surface minimale. Ici 0 € D est un point quelconque fixé et ¢/ € R, 1 < j < n, sont
des constantes. L’exercise montre que pour trouver des exemples des surfaces minimales
dans R™ on doit déterminer des applications ¢ : D — C™ sujets aux conditions (1)—(3) de
l’exercise précédent.

¢) Soit D C C un domaine et soit f,g : D — C deux fonctions telles que f est
holomorphe sur D tandis que g est méromorphe sur D. On suppose aussi que pour
chaque pole z € D de g d’ordre m, le point z est un zero de f d’ordre au moins 2m.
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1) Montrer que si on pose
1 i
(57) ¢'=510-9"), &’ =5f0+5), ¢’ =g,

alors Iapplication ¢ = (¢!, ¢%, ¢%) : D — C® est holomorphe et Z?:l((bj)z = 0. De
plus, montrer que toutes les applications holomorphes ¢ : D — C? avec la proprieté
Z?:1(¢j )2 = 0 peuvent etre représentées sous la forme (57), avec la seule exception du
cas ¢° = 0.

2) Montrer que 'application ¢ : D — C® satisfait 23:1 |#7]* # 0 quand les zéros de f
coincident avec les poles de g et 'ordre de chaque zéro z € D de f est précisement deux
fois 'ordre de z comme pole de g.

3) Montrer que toutes les applications holomorphes ¢ : D — C3? avec ¢> = 0 et
Z?Zl(d)j )2 = 0 sont données par

¢*=i¢" , ¢°=0, ¢' €O(D),
i.e. ¢' : D — C est une fonction holomorphe arbitraire. De plus, montrer que Z?zl |67 * #
0 if and only if ¢'(2) # 0 for any z € D.

d) (Le théoréme de représentation de Weierstass, cf. [10], p. 65) Soit D C C un
domaine tel que w1 (D) = 0 e soit o € D un point fixé. Montrer que chaque surface
minimale ¥ : D — R® peut étre représentée sous la forme

v (2) :Re{/ w(odc} +d . 1<5<3,
ol ¢ € R sont des constantes. De plus, montrer que le fonctions ¢’ sont données par
1 i
o= (57099 § 10+ a)

avec f holomorphe sur D et g méromorphe sur D telles que les zeros de f et les poles de
g coincident, et 'ordre du chaque zero z € D de f est deux fois 'ordre de z comme pole
de g, ou si > = 0 alors ¢? = i ¢! o1 ¢! : D — C est une fonction holomorphe arbitraire.

e) (L’application de Gauss d’une surface minimale, cf. [10], p. 71-83) Les exercises
suivants donnent la nature des fonctions f et g dans la représentation de Weierstrass d’une
surface minimale. Soit ¥ : M — R™ une immersion minimale conforme d’une surface de
Riemann M dans R™ et soit z une coordonnée locale complexe sur M. La métrique induite
g = U¥gp s’ecrit localement g = 2F dz ® dz avec F' > 0. Posons nous ¢ = 0¥/9z. Si M
est un domaine D C C alors ¢ : D — C™ est bien défini et conduit & la représentation de
Weierstrass. Quand M est une surface de Riemann arbitraire alors ¢ est défini seulement
sur le domaine U de la carte locale utilisé. Si (V, w) est un’autre coordonée locale complexe
sur M telle que U NV # () et on pose ¢' = O¥/Ow, alors ¢' = (9z/0w) ¢ ol z = z(w)
est holomorphe. Ca veut dire que ¢ est bien défini au moins d’un facteur multiplicatif
complexe et donc il détermine une application

©:M—-CP" () =[9(2)]
siz € UC M. On appelle ® 1" application de Gauss. Ici [(] est le point de 'espace
projectif complexe de coodonnée homogéne ¢ € C™ \ {0}.
1) Soit M une surface de Riemann et ¥ : M — R™ une immersion conforme. Soit

® : M — CP" ! l'application de Gauss associée a ¥ i.e. pour chaque point p € M on
considére une carte locale complexe (U, z) sur M telle que p € U et on pose

w() = |52 0)]

Montrer que ¥ est minimale si et seulement si ® est holomorphe.
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2) Avec les conventions de 'exercise précédent, montrer que

n
(M) C Qn-z = {[wr,-- ,w,] €CP*"" : Y w} =0}
j=1
i.e. l'image de I'application de Gauss d’une immersion conforme est contenue dans la
quadrique complexe Q,_o C CP™ 1.

7. MORPHISMES HARMONIQUES

7.1. Régularité des morphismes harmoniques. Soit (M,g) et (IV,h) deux
variétés Riemanniennes, des dimensions n et m. Une application continue ¢ :
M — N est un morphisme harmonique si pour chaque fonction harmonique locale
v:QC N —Rsur (N,h)onaA(woep)=0sur U=¢"1(Q) C M en sens faible
ie.

[wes) @¢) dv =0 . voecrw).
U
Proposition 4. Chaque morphisme harmonique est C°° différentiable.

Démonstration. 11 suffit de démontrer que pour chaque point zg € M il y a
une carte locale (,y*) de N, de maniere que yo = ¢(zg) € Q et ¢p* = y* o ¢ €
C>(U). Sur la variété Riemannienne (N,h), autour de point yp, on peu sans
doute considérer une carte locale (§2,y“) harmonique i.e. telle que les fonctions
coordonnées sont des harmoniques locales du Laplacien A" de (N,h) (Aly® =0
sur Q pour chaque 1 < o < m). Alors A¢® = 0 au sens faible. Mais le Laplacien
d’une variété Riemanniene est un operateur hypoelliptique? et alors ¢ € C* pour
chaque 1 < a <m. Q.ed.

7.2. Fonctions harmoniques locales avec gradient et hessien prescrits
en un point. Pour I’étude des morphismes harmoniques résultat suivant (connu
comme le lemme de Ishihara) est nécessaire.

Lemme 10. Soit (N,h) une variété Riemannienne de dimension m et yo € N.
Soit

m
C ) Ca ) CaﬁeR 3 Caﬁ:C,@a P ana207
a=1
des constantes reels donné. Pour chaque systéme des coordonnées locales normales
(Q,y*) autour de yq il existe une fonction harmonique v : Q@ — R telle que

U(yo) = C I Ua(yo) = Ca bl (vaﬁ)(yO) = 07
ot
v

Vo = V) = 8yo¢

5 voﬂ)g = Vg8la — FZBUH .

Par manque de clarté de la version originale de T. Ishihara, la preuve du Lemme
10 était considéré comme faux par la communauté mathématique. Une nouvelle
preuve (reposant sur une version en dimension infinie du théoréme des fonctions
implicites) fut donnée par B. Fuglede (cf. e.g. [1]). En fait, le Théoréme 4 est cité
dans [23] pour des systemes elliptiques d’ordre m > 2 (sans doute influencé par les
travaux de L-M. Bers, [3]) et la preuve est remplie d’erreurs typographiques, de

2Qa veut dire que Au = 0 en sens faible implique que u € C*° (i.e. la distribution u est du
type fonction u(p) = [, f ¢ dvol(g), ¢ € C§°, pour quelque fonction f € C*).
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lignes manquantes, etc. Ceci mis a part, la preuve se révéla non seulement correcte
mais , de plus, d’ apres l'opinion des auteurs de ces notes, applicable au cadre
de la théorie des équations sous-elliptiques (qui est & la fois un sujet a la mode,
proche de la théorie des EDP elliptiques [4], et un outil en analyse adéquat pour les
applications en géométrie CR [13]). Par souci didactique, nous donnons une preuve
détaillée du Théoréme 4 (qui implique le Lemme 10) mis & part le Lemme 11 dont
la preuve est longue et technique.

Soit ¢(z) une fonction de classe C? definié pour {z € R™ : |z| < R}. Pour
0 < a < 1 on pose aussi

HR(G) =  sup l9(x) — o(y)l 7
¢ lz|<R,|y|>R 1T —y[*

I¢lls’ = I1D°¢ll5" = supR\Qﬁ(w)\,

|z <
0
1D6I = D" = i sup |22 ()]
L |z|<r | OTi
0%¢
D¢\ =
1D )15 rgix‘s‘lipR 83:,-8@(90)

R
6% = 815+ HE(6).
2

R Ro? ¢
R _ v v R o R
ol = > T ID" I8 + 5r gy max Ha (axi ax) '

Z7
v=0 J

Soit B (respectivement BQ?Q) I’épace du Banach des fonctions ¢ avec ||¢[|F < oo
(respectivement avec ||¢[|%, , < co). Le Lemme 10 résulte du

Théoréme 4 (T. Ishihara, [23]). Soit L l'opérateur différentiel doné par

Lo(z) = Z a;j(z) B ng + Zai(x) aj (z)p
ij—=1 [ T 7

avec a;j, ai, ag € B&R”) pour quelques 0 < a < 1 et Ry > 0. Soit les constantes
Oij7C¢,CoeR, 1<i,j <mn, telles que Cijz i et

Zaw )Cij +Zaz 0)C; + ag(0)Co = 0.
1l y a une solution ¢ de Lo =0 dans un voisinage de l’origine tel que
P y-cy . Loy-c . s0-c
8@- 8?[3j I 8901 B -

pour chaque 1 <i,j < n.

Démonstration. Soit ¢(x) une fonction test telle que 0 < p(z) < 1 et p(z) =1
sur |z| < 1/4 et ¢(z) = 0 sur |z| > 1/2. Pour chaque 0 < R < R, on pose

R R
7:BY, - B,

Tg(z) = - /WR‘W —6) e (§> Lo (€) — Lo(©)] de,
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ou J(z) est la solution fondamentale de

K
Lod(x Zaw o 0.

Soit V' I'éspace vectoriel engendré par 1, z;, z;z; (1 < 4,57 < n) sur R. On pose
aussi

V1—{Co+ZC’x +ZC”1'ZCCJ€V ZGU Ci; =0},

%] ©,J

Vg—{C’o—l—Zsz—i-ZC”xzxj cV:

0]

Za” C”—FZ(L, C+a0 )COIO}.

Soit

(58) h=Co+ Z Cizi+ Y _ Cijaiw; € Vi,
,J

Alors

I) = Zaij( ax 81,] ZCL” 7«] =0.
i.j v i\j

Z?

Pour chaque h € B,, +)2 fixé on définit 'application linéaire

A=A B, = B, Me)=h-Te , ¢pe B

a+2
et donc
[AB[I o < 1T 18115
ou
1Tl 5 2 (R
7| = sup a2 e B, ¢#0
61152

On accepte sans démonstration le résultat suivant

Lemme 11. Si a;j,ai,a0 € B&R) pour quelques Ry > 0 et 0 < a < 1 alors il y a
une constante C > 0 telle que ||T|| < CR®.

Maintenant on peut choisir R > 0 tel que CR* < 1 et alors (par le Lemme 11)
IT|| < 1ie. A est une contraction. Par le théoréme des contractions il y a une

unique solution ¢y, € ng_)g de I’équation
(59) ¢p=h—-T¢.
Lemme 12. On a

T
(60) ||¢h hHa+2 =1_ HTH ”h'ch+2

pour chaque h € Ba_,_)2
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Démonstration du Lemme 12. Soit h € BS?Z. La succession {A"},>¢ tend vers

le point fixe ¢, dans B,(fié pour v — oco. On pose

Y, = A'h = Z VTih . v>0,

et alors |[1h, — ¢n[|%,, — 0 pour v — oco. Les inegalités

R
oy = Bl Es = || D (=1 TR < TR, <
7=l a2 771
— |7~
< Z TNl e = HTH T 1Al a2

Jj=1
impliquent
pn = hllara < llon = Yullage + 140 — hllgys <

1T =NTN") -
< — b, —— 1A
||¢ d’ Ha+2 + 1— HTH H Ha+2
et donc (pour ¥ — o) on obtient I'inégalité (60). Q.e.d.
On revient maintenant au choix (58) du h. Si on applique Lo au ¢, = h — Ty,
alors (par Loh = 0)

Logpn = —LoT¢p, = —Lo/

I§I<R

Ha-©p () [aon(© - Lon(o)] as.

Mais LoJ = § i.e. [(LoJ)(x)¢(z)dz = (0) pour chaque ¢ € C§°, et donc (apres
un changement de variable)

LoTén(z) = —¢ (5 ) [Lon(@) = Lon(x)]
et enfin
(61) Lon(@) =0 , |a| < g .

Nous aurons besoin du

Lemme 13. L’application linéaire F : Vi — Vo définie par

_ 0% (it S P00 (0)aya,
h>f¢h(0>+; B Z Dz, aw, O 0 REV

est un isomorphisme.

On utilise maintenant le Lemme 13 pour terminer la démonstration du Théoréme
4. Soit Cy,C;,Ci; € R telles que Cy; = Cji et 37, 5a5(0)Ciy + 32, a:(0)C; +
ag(0)Cy = 0. Alors g = Co + >, Cizy + Z  Cyjx;x; appartient au V. Mais
F : Vi — V5 est surjectif et doncily a h € Vi tel que F'(h) = g. La derniere égalité

s’écrit
82 ¢h 8¢h

0)=Cyy s

0)=0Ci , on(0)=
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De plus (par (61)) ¢, est une solution de L¢ = 0 dans un voisinage de l'origine, et
le Théoreme 4 est démontré.

Démonstration du Lemme 13. Les espaces Vi e V, ont dimension finie [on a
dimg V4 = dimg Vo =d — 1 avec d = dimg V = 14+ n +n(n + 1)/2] et donc il suffit
de démontrer que F; : Vi — Vs soit injectif. Soit h € ker(F) i.e.

2 Oon

(0)=0, ¢n(0)=0.

Onah=0Co+Y,C; + Zm. Cijziz; (avec Cyj = Cy; et Zi,j a;;(0)C;; = 0) et

alors

oh 0?h
(63) h(0) =Cy 8751(0) =C; , 92, 0,

(0) =2C; .

On a besoin du

Lemme 14. L’inégalité

47 . :

60 Teulfa < (ool RY (G R Y [y
i

est vraie pour chaque h = Co+ > o Cimi+ Y Cijrix; €V.

n
ij=1

On peut utiliser le Lemme 14 pour finir la démonstration du Lemme 13. En
appliquant les équations

_ dgn 9T'¢y
¢h =h T¢h ) a.’l‘z al‘z )
Pon | Ph PTe,

85(% al‘j o 8$1 8.%‘]‘ B 8.177 8xj ’

au z = 0 on obtient (par (62)-(63))

9T 02Ty

Donc
ol = (0] < s [(To0)(w)] = ITenl
oT oT
0= | G20 < s | T2 < |pTOnl.
L |z|<R i

0*Tér, 0*T oy, 9 R
2|C5| = < ||D*T .
0] = || < sup | T )] < DTl

Par conséquent

n n 2
Rl/
[Col + RY_ICil + B2 Y [Cigl <D~ |ID"Tnf <
i=1 v=0

ij=1
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47
<ITonllise < 7= T

Col + R |Cil + R* Y |Gy
1=1

i,j5=1

en appliquant le Lemme 14. Enfin on peut choisir R > 0 tel que CR* < 1/5. 1l
suit® que Cp =0, C; =0 et Ci; = 0. Le Lemme 13 est démontré.

Démonstration du Lemme 14. On pose

f(R) = [Co| + RY_|Ci| + R*>_|Cyy] .
i 0,5

Alors
IRllg" = sup [h(z)| < sup | [Col + Y [Cil s + D |Cij | [a5] | <
|z|<R |z|<R f oy
< sup [ [Col + Y [Cil ] + Y |Cijl |2
|z|<R B ij
i.e.
(65) Il < F(R).

De méme maniere

(Sc) Y

| DRI = max sup
v |z|<R

(9352-

Oh
a{L'i = Cz + 22]:0”13] 5

oh
‘87@, <|Cil +QR§J:\CU|7

et donc

oh )
3‘871_ < R|Cy| + 2R zj:|cij| < 2f(r).

On arrive a la conclusion

(66) R||Dh|g < 2f(R).
Enfin
1D Oh (2/Cy)
= max su = max ”
0 i, ‘Z‘<pR 8.171 al'j i, J
et donc
R o iR
(67) O IDPh < p(R).
Par les (65)—(67)
2 pv
Yo IDRIE < 4f(R).
v=0 :

30n a ||T|| < 1/5 (par le Lemme 11). Si f(R) > 0 alors f(R) < 4||T||(1 — ||T|)—1f(R) est
equivalent au ||T']| > 1/5, une contradiction.
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D’autre part

2
HR< oh > =HE(2C;) =0

et donc

(68) IR &s < 4 ( ICol + R ICi + R* ) |Ciy

2]

A ce point le Lemma 14 suit de (60) et (68). Q.e.d.

7.3. Le théoreme de Fuglede-Ishihara. Dans cette section on démontre le
résultat (connu comme le théoréme de Fuglede-Ishihara) suivant

Théoreme 5. Soit (M, g) une variété Riemannienne connexe, de dimension n, et
(N, h) une variété Riemannienne de dimension m. Alors

i) Chaque morphisme harmonique ¢ : M — N est une application harmonique
et il y a une fonction continue X : M — [0, +00) telle que A\? est C™ et

(69) 9(Ve™, Vo), = AN2)?6* | 1<a,B8<m,

pour chaque point x € M et chague systéme local de coordonnées normales (2, y®)
sur N centré au point ¢p(zx) (ici ¢* =y*o¢).

ii) Chaque application harmonique que satisfait (69) est un morphisme har-
monique.

iii) Si m > n alors il n’y a pas de morphisme harmonique ¢ : M — N non
constant.

iv) Sim>mn et ¢p: M — N est un morphisme harmonique, alors pour chaque
point x € M avec M) # 0 il existe un voisanage ouvert U C M de x tel que
¢ : U — N soit une submersion.

v) Pour chaque morphisme harmonique ¢ : M — N et chaque f € C?(N)

(70) A(fog)=A (A"f)oo.

Lemme 15. Soit ¢ : M — N une application différentiable et (Q,y*) un systéme
de coordonnées locales sur N tel que U = ¢~1(2) # 0. Alors

0008 1

@ Awed = (oo {ac+ (00 55 50

o OPF Oo¥

& - —— (V,v,) 0

oxt OxI (Vivw)o ¢

pour chaque fonction v : Q — R de classe C? et chaque systéme de coordonnées
locales (z*) sur U.

+g

Maintenant on peut commencer la démonstration du Théoreme 5. Soit «p €
{1,--- ,m} un index fixé. Soit aussi zg € M un point fixé et choisissons un systéme
des coordonnées locales normales (2, Y%) sur N, avec centre yy = ¢(zg). Choisis-
sons aussi les constantes

Cazéaao ) Ca,B:07 1<a,8<m.
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Pour le Lemme de Ishihara il y a une fonction harmonique v : @ € N — R tel
que V4 (Y0) = daa, €t (Vavs)(yo) = 0. On sait que, par rapport & un systeme de
coordonnées normales, on a I'g (yo) = 0 et alors (par (71)) avec A(v o @)y, = 0)

OPpH Op” ..
{a0m 4 (0,00 55 55 49} (ao) =0

et donc ¢ est une application harmonique. Pour démontrer (69) on a besoin du

Lemme 16. Soit ¢ : M — N un morphisme harmonique, zo € M, (U,z*) et
(Q,y%) des systémes des coordonnées locales sur M et N telles que xg € U, ¢(U) C
Q, et (2,y%) est normale. Posons

Do 048 .

XQ/‘G = B P Zj 1 < < .
ozt o1 I 0 TS p<m
Alors

(72) XB(z0) = X1 (20)6%P .

De plus il y a une fonction continue A : M — [0, +00) telle que )\2|Q =X

La fonction A donné par le Lemme 16 est la dilatation du morphisme harmonique

0.
Démonstration du Lemme 16. Soit Cop € R avec Cpg = Cpq et Z;nzl Coa = 0.

Par le Lemme de Ishihara il existe une fonction harmonique v : 2 — R telle que

Va(¥0) =0 ,  (Vavs) (yo) = Cag -
Alors (par (71))

99 d¢” ij
Cap %(ﬂco) @(l‘o) 9" (zo) =
ou
(73) > CapXP(0) + Y Caa [X*P(20) = X (20)] = 0.
a#f3 «
Soit ap € {2,--- ,m} un indice fixé et considérons les constantes Cp3 € R données
par
1 ) o =Qp,
O‘#ﬁ - Ca,@:O y Caa = -1, a=1,
0, autrement .
Alors (par (73))
X0 (20) = XM (o) = 0
ie. XM (xg) =---= X" (x0) et (73) devient
(74) D CapXP(29) =0.
a#pB
En ce point on fixe deux indices ag, By € {1,--+ ,m} avec ag # [y et on choisit les
constantes

Cop =

0, autrement.

{ 1, a=ag et B= 700,
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Alors (74) implique X0 (z4) = 0. En résumé, one a démontré que
XP(z0) = XM (20)0% | 1<a,f<m.

On pose
8¢1 8¢1 .
2 _ Xll — B S Y]
A art oz I

de maniére que Ag € C(Q) et A% € C>(2). La contraction des indices « et 8 dans
(72) donne
m a¢(¥ 8@55

99 g,

oxrt Oxi

Si (€,y'") est un autre systéme de coordonnées locales normales avec centre
Yo = ¢(zg) alors on sait que la transformation des coordonnées locales y'® =
1 m 3
Y (yt, -+, y™) est une transformation orthogonale

yre%

Yy :a‘éy’g7 I1<a<m, [ag] € O(m),

et donc

Z o o¢' 99> 09~

' 9at 9a7 YT 2 Oat Oa

sur QN Q ie. les fonctions \q se rattachent et donnent une fonction continue
globalement définie A : M — [0,400) (telle que Al = Aq). Le Lemme 16 est

démontré.

Maintenant on peut finir la démonstration du Théoreme 5. Il est clair que (72)
peut étre écrit dans la forme (69). Pour chaque point 2o € M et chaque systéme
des cordonnées locales normales (Q,y%) sur N avec centre en yg = ¢(zo) on pose

0™ ) .
€ = ;;. (z0) (da'), €Ti (M) , 1<a<m.
Alors (par le Lemme 16)
(75) <€o¢7 £ﬂ>g — )\(xo)Q(;a,@

olt (-, -)g est le produit scalaire sur T (M) défini par
(€ mg = 9" (z0) &y,

§= gz(dlﬂ)lo y = nj(dx])l‘o , §&me T;(J(M) .

En particulier les covecteurs tangents {€* : 1 < o < m} sont orthogonaux. Pour
compléter la démonstration du Théoréme 5 on suppose que m > n. Alors A(zg) =
0 (autrement les covecteurs {€* : 1 < o < m} sont indépendents, donc m <
dimg T, (M) = n, une contradiction). Il s’ensuit que (par (69)) (V¢*°)(xo) =0 et
alors ¢ = constante.

Soit maintenant m < n et soit xg € M tel que A(xg) # 0. Par I'indépendence
des covecteurs {£*:1 < a <m}ona

(o3

rang { aia' (xo)} —m

de maniere que ¢ est une submersion sur un voisinage de xg.
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Soit ¢ : M — N une application harmonique que vérifie (69). Alors (par (71))
N ) =
0 m0) 92 0) = Mwo)? Y (Vava) (v0)

a=1

A(v o ¢)ay = g (20) (Vavs) (%0)

pour chaque v € C?(N). On sait que Ahv = h*¥V,v5 et donc (A"v)(yy) =
S (Vava)(¥o) (parce que h®?(yg) = 6. On obtient donc la formule (70)).

Enfin si v : © — R est harmonique alors (par (70)) A(vo ¢)(zg) = 0 i.e. ¢ est un
morphisme harmonique. Q.e.d.

7.4. Morphismes de I’équation de la chaleur. Le noyau de la chaleur d’'une
variété Riemannienne connexe (M, g) est une function continue p™

(z,y,t) € M x M x (0,+00) r—>pM(ac7y7t) cR

telle que p™ est C? par rapport & y et C' par rapport & t et

(76) (55 -0 0.

(77) lim [ pM(z,y,000(y) dug(y) = p(z) , zeM,

t—0t Jar
pour chaque fonction bornée et continue ¢ : M — R. La convergence dans (77)
est entendue comme localement uniforme, i.e. pour chaque x € M il existe un
voisinage U C M tel que le limite (77) est uniforme sur U. Si M est compacte une
telle fonction p™ (x,y,t) existe et est unique (cf. e.g. [2]). Pour les considérations
a suivre on a besoin de rappeler le résultat suivant (cf. I. Chavel, [9])

Théoréme 6. Soit M une variété Riemannienne compacte. Pour chaque solution
u € C?(M x R) du probléme de Dirichlet pour I’équation de la chaleur

<%—A>u:0 ;o u(z,0) = f(x),

u(y,t) = /M pM (2, y,t) f(z) dug

ot par(x,y,t) est le noyau de la chaleur sur M.

On adopte les définitions suivantes. Une application ¥ : M x (0,4+00) — N x
(0, +00) s’appelle un morphisme des équations de la chaleur si u = ¥*v =vo U est
une solution de u; — Au = 0 pour chaque solution locale v(x,t) de v, — Ahv = 0.
Puis une application ® : M x M x (0,4+00) — N x N x (0, 4+00) est un morphisme
des noyauz de la chaleur si le pullback par ® du noyau p~ de la chaleur sur N est
le noyau p™ de la chaleur sur M ie. ®*p"¥ = p™. E. Loubeau, [28], a étudié les
morphismes dee equations de la chaleurs et des noyaux de la chaleur avec variables
separées i.e.

U(z,t) = (o(z), A1) , P(z,y,1) = (d(2), d(y), h(t)),
pour quelque ¢ : M — N et quelque h : (0, +00) — (0,400), et a obtenu



Applications et morphismes harmoniques 105

Théoréme 7 (E. Loubeau, [28]). 1) L’application ¥ : M x(0,400) — N x (0, +0c0),
U(z,t) = (p(x), h(t)), est un morphisme des équations de la chaleur si et seulement
si ¢ : M — N est un morphisme harmonique de dilatation constante A (et alors
une submersion homothétique ou une application constante) et h est donné par
h(t) = A%t + C pour quelque C € [0,+c0) et tous t € (0,+00).

2) 5 @ : M x M x (0,400) — N x N x (0,+09), ®(z,,1) = (6(2), 6(y); h(1))
est un morphisme des noyaux de la chaleur avec ¢ : M — N surjectif alors ¥ :
Mx(0,+00) — Nx(0,400), U(x,t) = (¢p(x), h(t)), est un morphisme des équations
de la chaleur. De plus h(t) = A%t et dim(M) = dim(N).

Démonstration. 1) On peut penser a une fonction harmonique comme une solu-
tion de I’équation de la chaleur qui ne dépend pas de t, et donc ¢ est un morphisme
harmonique. Soit U C N un ensemble ouvert et f : U x (0,+00) — R une fonction
telle que (9/0t — A™)f = 0. Alors (9/9t — A)(f o ¥) = 0. D’autre part

<%7A> (fo\I!):%(fo‘I’)*A(fo‘I’):

=H(t) (%o\p) —A(fol) =

(parce que ¢ est un morphisme harmonique, en applicant la derniére affirmation du
Théoréme de Fuglede-Ishihara)

=K(t) (%ﬁ ° \1/> N (A" ol =

= {(h’(t)% - )\QAh> f} oW

et donc ¥ est un morphisme des équations de la chaleur si et seulement si
R'(t) = Xz)? , (x,t) € U x (0,+00),
i.e. ' = A\? = constante. Q.e.d.
2) Soit v € C%(N x R) une solution de (8/0t — AM)u = 0. Alors
(% - A) (00 W)y = B(8) u( Wy, 1)) — Ao )y
D’autre part
utnr) = [ 567 u(€.0) dvoln)©

d’ou le premier terme est

W(t) /N P™ (€, 6(y), h(t) u(£,0) dvol(h)(€) =
= [ 5 1V (€0 h0)} u(6,0) dvol(h)©).
N

0
(& — A) ('U, [e] \I})(y,t) =

_ /N % {p™ (€. 0(y), h(t))} u(&,0) dvol(h)(&)—

Puis
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_ {A /N pN(€,¢(;c)7h(t))u(§,0)dvol(h)(g)} _

(y:t)
- /N K% B Az) PV (& (@), h(t))] u(€,0) dvol(h)(€) =

(y,t)

(¢ étant surjective, elle a (par le Théoréme de Federer-Morse, cf. [32]) une inverse
a droite ¢ (i.e. &= ¢(1(£))) telle que 9 est une application measurable au sens de
Borel)

- /N [(% B AZ) ("o ‘b)} u(€,0) dvol(h)(€) =

(¥()y:t)

(® étant un morphisme des noyaux de la chaleur)

0
= [ (5~ 2) ] w©.sue0 avoite o
N
et donc ¥ est un morphisme des équations de la chaleur. Alors, par la premiere
partie du Théoreme de Loubeau
\Ij(mvt) = ((;5(.1'), At + C)

ol ¢ est un morphisme harmonique de dilatation constante A. On peut observer
imédiatement que il y a deja des limitations sur la constante C parce que A*t+C €
(0, 4+00) pour tous t > 0 et donc on obtient C' > 0 pour ¢ — 0*. Nous allons
montrer que C' = 0. On sait que (cf. [2])

pM (@, z,t) ~ (4rt) ™2 (ug + urt +ust® +---) . t—0F,

ot m = dim(M). La derniere affirmation signifie (par définition) que

k
1 )
(78) lirél+ m (47rt)mpM(:r,9c7t)—§ ut/| =0 , Vk=0,1,2,---
t—
Jj=0

De la méme maniere, sur la variété N

T7—0t Tk

k
1 :
lim — | (4xr)"2 pN(p(z), (), T) — Zvﬂ] =0 , Vk=0,1,2,---
§=0
avec n = dim(NV). En particulier, si on pose
a(z,t) = (dnt)" 2 pM (@ 2, t) —uo (&, 7) = (drr)" 2 pN(E,E,7) w0,
alors a est continue par rapport a t > 0, respectivement b est continue par rapport

aT>0,et
tlir(% a(z,t)=0 Tlirél+ b(&,m)=0.
11 suit que
b(p(x), N2t + C) = (4m)2 (N2t 4 C)V/2pN (6(x), p(x), A2t + C) — vg =
= (4m)"2 (N2t + O)2pM (2, ,t) — vy =

= (4m)"2 (A2 + €)™ (4mt) "™/ [a(, 1) + o] — vo
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et donc
(79) /2 [b(p(x), Nt + C) + vo] = (4m)=m2(\2 4+ O)2 [a(, t) + uo) -
La formule (79) pour ¢ — 0T donne
0=C"?uy(z,z).

Si, par I’ absurde, on avait C' > 0 alors ug = 0 et donc (cf. [2] pour la derniére
egalité)

0= / uo(z, ) dvg(z) = ag = Vol(M),
une contradiction. Il suit qjlvfe C =0 et enfin

O(x,y,t) = (¢(x), d(y), \*t).
Si ¢ n’est pas application constante alors (par le Théoréme de Fuglede-Ishihara)
on doit avoir m > n i.e. m = n+ p par quelque p > 0. La formule (79) avec C =0
s’écrit
(80) (4mt)?’? [b(p(x), A*t) + vo] = A" [a(e, t) + uo) -
Si p > 1 alors (pour ¢ — 0" dans (80))
0= |/\‘nu0(x7l.) 5

une contradiction. Donc il faut avoir p =0 i.e. m =n. Q.e.d.

8. APPLICATIONS A LA PHYSIQUE MATHEMATIQUE: GRAVITE ASSOCIEE A UN
MODELE SIGMA NON LINEAIRE

Les théories de Kaluza-Klein ont récemment pris de 'importance dans la re-
cherche d’une théorie qui prévoit l'unification de la gravité avec les autres forces
de la nature. Dans les théories modernes de Kaluza-Klein on commence avec le
hypothese que l'espace-temps a (4 + K) dimensions. Les K dimensions spatiales
supplémentaires sont statiques et recroquevillées dans une variété compacte de di-
mension non observable, typiquement de 'ordre de la longueur de Planck.

Soit M une variété différentiable D-dimensionnelle avec D = 4 + K et soit

{ZM M e{1,2,-- 4+ K}} =

= {x#«’y"L Y € {0717273}7 me {5)67 74+K}}
un systeme de coordonnées locales sur M. Supposons que M est un espace-temps
avec la métrique Lorentzienne g et on pose
0 0
ozZM’ 9zN
Ici [gmn] a la signature (— + ---+). Les composantes locales des applications
®: M — B de M dans une variété différentiable compacte n-dimensionelle B

sont des champs scalaires de la théorie. Supposons aussi que B est une variété
Riemannienne avec la métrique h. Soit

{u* : a€{5,6,---,4+n}}

un systeme de coordonnées locales sur B et posons
0 0
P =u0od , hab:h<a—

ue ’ Qub

g = det [gun] gMN:g< ) , 1<M,N<4+K.

> , 9<a,b<4+n.
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Le modele que nous verrons se compose de gravité d’Einstein dans (4 + K) di-
mensions couplées a un sigma-modeéle non-linéaire. Ca veut dire que on considére
I’action

a b
(81) Salg,®) =+ / {——R(ghigm N S
Q

2 2 A2 ozM 9zZN

Ici © C M est un domaine relativement compact. Aussi R(g) = g™V Ryn est
la courbure de Ricci de (M, g) tandis que A? est une constante donnant la force
de lauto-couplage (self-coupling) des champs scalaires. Il convient de noter que
Paction (81) se compose de deux parties. Le premier terme est laction gravi-
tationelle habituelle ('action de Hilbert-Einstein) sans terme cosmologique. Le
deuxieme est liée a I’énergie de 'application ® entre les variétés semi-Riemanniennes

(M., g) et (B, h)
Eq(®) = /Qeg(cb) V—gd" %z

ou la densité d’énergie est

a b

6g(¢') = % g]MN 88;)1\,[ aaZiN

Ici, nous avons préféré écrire dans la langue traditionnelle de la physique, c’est a

dire en coordonnées locales, en se souvenant que les objets considérés sont en fait
définis globalement e.g.

(hap 0 @) .

Sq : Lor(M) x C*°(M, B) - R,

5&2(97‘1’):%/9[—@4‘%69(‘1’)} dug,

g€ Lor(M) , ®eC>®M,B).
Soit {g:}j1j<e C Lor(M) une variation avec 1-parametre du go = g € Lor(M) telle
que Supp(h) C Q ou h = (9g;/dt)1—o. On adopte les notations

M orp S M aR%PQ
I'np = , RBypg =
o ), a )

ot TXL(t) et RAN4PQ (t) sont respectivement les symboles de Christoffel de g (%)

et les composantes locales de RY'. Ici Vt est la connexion de Levi-Civita de (M, g)
et RY' denote la courbure de V. Si f € C'(M) on pose fia = 0f/0Z™ pour la
simplicité de ’écriture. La derivée de

Rinn = Tarnis = Do + T Tis — TEnTirs
est

(82) Rpyy = ILUI?/[N|B - FéN|M + 15T s + Tl Bs — BT s — TBaT s -

Soit [¢MN] I'inverse de [garn]. La formule de Taylor garn(t) = garn +t hary +O0(#?)
ensemble avec gyrn (t)g™N T (t) = 6%, donne

GMN (1) = gMN ¢ pMN L O(12) | pMN = gMAGNB o
Parce que

Tpas(t) = = (9Bsic + 9csiB — 9BGs) =

N =
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t
=Ipsc + 3 (hgsic + hasip — hpais) + O(t)

Vehps = hpsic — Taghas — Tashpa,
il s’ensuit que
I5e(t) = 9" () pas(t) =
t
=Ts6 + 5 9% (hpsic + hasip — hpais) — thaT e +O(t)

et on obtient

. 1
(83) I'ge = 3 9% (Vehps + Vhas — Vshpa) -

Par conséquent F%I p est un champ de tenseurs de type (1,2) sur M. Sa dérivée
covariante est

(84) Velin = F}?/IN\B + 0T 3s = TEalen — TEaTirs -

Echangons les indices B et M et soustrayons 1’équation résultant de I’équation (84).
On obtient (par (82))

(85) VBFAAJN - vMFgN = RgMN :

La contraction de A et B dans (85) conduit a

(86) RMN = VAFﬁN — V]V]FﬁN .

Si R(g) = {OR(g:)/dt}1—o il suit que (par (86)) en utilisant le fait que la contraction
avec g commute avec la derivée covariante)

R(9) = g™ Ryn — WM Ryy =

—V, (gMNllu]ix/[N _ gANl'—x%N) CEMNRL Y = VXA~ BMNR

ou
(87) R(g) = div(X) — (Ricy(9) , h)
0 . .
X=x4 "m0 XA =g" Ty — gy

Aussi le produit scalaire entre de champs de tenseurs U et V' de type (0,2) est
donné par

(U, V) =g""g"UnnVpq .
Posons

L(g) = —~5 €g(P)

de sorte que

Sﬂ(ghq)):—%/g[%-Fﬁ(gt)] V=g dtE 7.

Pour calculer {dSq(gt, ®)/dt}i—o il faut faire quelques considerations elementaires
de géometrie semi-Riemannienne locale. On pose

_ aﬁ(gt)
Y

L(g)

t=0

On a

R 7y W — s B,
315{ 9ih o 2 /=g 9gun | Ot |, 2 V=g dgun
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2+ K

0
g= NZ:1 IMNOMN wﬁ =9MN gMN = gMTN )
puis
0 1 MN
(88) En {(V=8i},o = 5 V89 hyw -
Puis encore (par (88))
( oL A
OgmN M
0 oL 1
(89) 9t {Llg)V-0t},_o = <89MN 9 L( )9MN> SVENEVET

=

O RV = Rl VTT+ Rl) o (VB =

{20+ "2 gm} v
00 g RV g = { () ~ (Rics(0). 1) + S 0.} V7R
Enfin (par (88)—(89)) et le lemme de Green)

d
2 T {Salg:, )} =

=/SZ{<R10v(g)f@g, h) — ( oL Jr%[,(g)gMN) hMN} dv,.

dgmN

Soit Py
Tyn = —2 By +9gun £
le tenseur énergie-impulsion. Comme

MN oM
g " gnp =0p ,

0= (6"Vgnp) = 09" gnp + gMN QSR
8gQR agQR NYP >
on a .
99 _ __MQ NR
P 97 g,
9dQR
oL AL 9gt? oL MPNQil(T — Lgpo) gMPgNe =
dgun  0gPR dgyy  OgPR =5Ire—Lygrolg” g7 =
1 ) .
= 3 (TPQ gMPgNQ _ EgMN) ’
et puis
oL 1 1
ZLgMN T MP _NQ
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oL 1 . !
o) <89MN 3 Ly ) Py = 2 (T k).

Donc la formule de la premiere variation (pour une variation & un l-parameétre
{gt}t1<e) est

0 2 (Solon g = [ (Riewlo) - L g S n) duy.

Soit (g, ®) € Lor(M) x C®°(M, B) un point critique de l'action Sq i.e.
{dSqa(gt,®:)/dt}i—o = 0 pour chaque variation a 1-parametre de (g, ®) = (go, Po)
supporté dans . En particulier {dSq(g:,®)/dt}i=0 = 0 donc (par (92))

(93) Rieg(g) - & g= L 1.

Enfin on peut calculer aussi Ty i.e.

1
L=—— g"N ol 00y (hay 0 @),

PR
oL 1
DgMN Y] q’\aM‘I’?N(hab 0®),
2 a @b 1 o b PQ
(94) Tyun = 2 | CIMPIN T 5 9MN QpPoy9 (hab 0 D).

Les équations (93) en coordonnées locales deviennent

R 1
Ryn — % guMN =5 Tyun

et alors (par contraction avec gM¥ | en utilisant aussi I'expression (94))

1 a
(95) R(g) = 2 !JMN (I>|M(I)?N(hab 0®).
Si maintenant on remplace de (95) dans (93) on obtient

1 a

(96) Run = 2 |M(I)?N (hap 0 @)
Les équations (96) sont les equations d’ Einstein du champ gravitationel. Soit
{®¢}¢|<c une variation avec 1-parametre de ®; = ®. Le point (g, ®) est critique

pour Sq donc {dSq(g,®;)/dt}i—o0 = 0 et (conte tenue des consideration dans la
section §3 des legons presentes)

d
0= 5 (Sal0)isy =~ [ ATV, 7(®)) du,
Q
ot V = {0®;/0t}1—¢ € C*(®~1TB). Donc (g, ®) est une solution de 7(®) = 0 i.e.
(97) —ADY + QMN@qu)\CN (e 0 ®) =0.

Les équations (96)—(97) sont les équations de Euler-Lagrange du principe variationel
associé au action Sq.
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