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Applications et morphismes harmoniques

Sorin Dragomir and Marc Soret

Résumé

1. Ces leçons constituent une exposition précise, avec des calculs explicites,

d’éléments introductifs à la théorie des applications harmoniques entre variétés Rieman-

niennes. On établit les formules de la première et de la seconde variation de l’énergie de

Dirichlet et on montre certaines de leurs conséquences géométriques comme le théorème

de B. Solomon (cf. [34]) et la théorie de la stabilité pour les applications harmoniques.

On démontre aussi un théorème classique de B. Fuglede et T. Ishihara (cf. [18], [23])

sur les morphismes harmoniques. Les morphismes des équations de la chaleur et les mor-

phismes des noyaux de la chaleur (avec variables separées) sont décrits, dans la théorie

des morphismes harmoniques, par un résultat trés beau de E. Loubeau, [28].

1. Applications harmoniques

Les notes qui suivent sont des notes de conférences données à l’Ecole Doctorale
de l’Université François Rabelais (Tours, France). Il s’agit d’une exposition à des
fins franchement didactiques, conçus pour fournir aux étudiants une introduction
courte mais précise aux résultats fondamentales de la théorie des applications har-
moniques, avec l’accent sur les aspects de géométrie di↵érentielle, plutôt que comme
un chapitre de la théorie des équations à dérivées partielles. De nombreux exerci-
ces sont proposés, dont le véritable but est d’encourager les élèves à compléter leur
connaissance de la géométrie di↵érentielle (la théorie des sous-variétés, le calcul des
variations sur les variétés, etc.) par des lectures qui suivent la bibliographie indiquée
dans chaque exercice. Quelques exercices conduisent aussi à des problèmes ouverts
et visent à encourager les élèves à tester leur force en tant que jeunes chercheurs. La
compréhension des leçons nécessitent une bonne connaissance du calcul di↵érentiel
et integral sur une variété di↵érentiable (Riemannienne, compacte et orientable)
et quelques rudiments de topologie algébrique. Une connaissance de la théorie des
sous-variétés de variétés Riemanniennes peut être utile, en particulier en tant que
source d’exemples, mais n’est pas indispensable.
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Soit (M, g) une variété Riemannienne n-dimensionnelle, avec la métrique Rie-
mannienne g. Si (U, xi) est un système de coordonnées locales sur M alors on
pose

gij = g (@i , @j) , 1  i, j  n , @i ⌘ @/@xi , G = det [gij ] ,

et donc la forme extérieure !U =
p

G dx1 ^ · · · ^ dxn est une forme de volume sur
U . Si on ajoute l’hypothèse que la variété M est orientable (une hypothèse que
nous ferons toujours dans ce travail) alors le formes !U , obtenues pour chaque carte
(U, xi) d’un atlas orienté de M , donne lieu à une forme di↵érentielle globalement
définie sur M que nous allons noter d vg et appelée la forme de volume canonique de
la variété Riemanniene orientable (M, g). Nous pourrons donc intégrer les fonctions
continues à support compact, définies sur M , à valeurs réelles ou complexes, et
on suppose que le lecteur est familier avec la théorie de l’intégration des formes
di↵érentielles, telle qu’elle est traitée par exemple par C. Godbillon, [19], p. 94–98.
On rappelle qu’une mesure de Borel sur un espace de Hausdor↵ compact M est une
mesure positive définie sur la �-algèbre des ensembles de Borel (i.e. la plus petite
�-algèbre contenant tous les ensembles ouverts de M). Si la variété donnée M est
compacte et A ⇢ M est un ensemble de Borel alors

µ(A) =
Z

A

d vg

est une mesure de Borel sur M (la mesure Riemanniene canonique de (M, g)) et
donc (M, µ) est un espace mesurable.

Soit (N,h) une autre variété Riemannienne, avec la métrique h, et soit � : M !
N une application di↵érentiable, de classe C1. Un concept fondamental, qui sera
nécessaire par la suite, est celui de norme de Hilbert-Schmidt de la di↵érentielle
de �. Précisément, pour un point quelconque x 2 M , on considère un repère local
g-orthonormal {E1, · · · , En} du fibré tangent T (M), défini sur un voisinage ouvert
de x, et on pose

kd�k(x) =

0

@

n
X

j=1

h�(x)((dx�)Ej,x , (dx�)Ej,x)

1

A

1/2

.

La définition ne dépend pas du choix du repère orthonormal autour de point x
et on obtient une function kd�k : M ! R, de classe C1, appelée la norme de
Hilbert-Schmidt de d�. Par consequent

kd�k2 = traceg (�⇤h) .

Soit C1(M,N) l’ensemble de toutes les applications � : M ! N , de classe C1.
Étant donné un domaine relativement compact ⌦ ⇢ M on pose

E⌦(�) =
1
2

Z

⌦

kd�k2 d vg , � 2 C1(M,N) .

Le fonctionnelle E⌦ : C1(M, N) ! R est appelée énergie de Dirichlet. Si M est
une variété compacte alors on écrit E = EM . Une application � 2 C1(M,N) est
un point critique de l’énergie de Dirichlet E⌦ si

(1)
d

dt
{E⌦(�t)}t=0 = 0
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pour chaque variation à 1-paramètre {�t}|t|<✏ ⇢ C1(M,N) telle que �0 = �
et Supp(V ) ⇢ ⌦. On suppose que la variation donnée est C1 par rapport au
paramètre t i.e. l’application

� : M ⇥ (�✏, ✏) ! N , �(x, t) = �t(x) , x 2 M , |t| < ✏ ,

est de classe C1. Aussi V est la variation infinitésimale induite par la variation
{�t}|t|<✏ i.e.

V (x) = (d(x,0)�) (@/@t)(x,0) , x 2 M .

Soit ��1TN ! M le fibré vectoriel pullback, ou induit, du fibré tangent T (N) ! N
par l’application � : M ! N i.e.

�

��1TN
�

x
= T�(x)(N) , x 2 M .

Il est facile de voir que V est une section de classe C1 du fibré pullback ��1TN !
M parce que

(d(x,0)�) (@/@t)(x,0) 2 T�(x,0)(N) = T�(x)(N) =
�

��1TN
�

x

pour chaque x 2 M . Nous en arrivons maintenant au concept central de ces leçons.
Une application � 2 C1(M,N) s’appelle application harmonique si elle est un
point critique de E⌦ pour chaque domaine relativement compact ⌦ ⇢ M . Comme
on le verra plus tard, les géodésiques d’une variété Riemannienne, les immersions
isométriques minimales, et les submersions Riemanniennes avec des fibres minimales
sont des exemples d’applications harmoniques. La théorie de sous-variétés dans
variétés Riemanniennes (cf. e.g. B-Y. Chen, [6]) donne un grand nombre d’exemples
d’ immersions minimales, dont la géométrie de la seconde forme fondamentale est
très intéressante (et qui est illustré dans les exercises suivants).

Exercise 1. i ) Sous-variétés invariantes des variétés Kaehleriennes (cf. e.g. [10], p. 26).
Soit M une variété di↵erentiable, de dimension 2n, e J une structure quasi-complexe sur
M i.e. un champ J 2 C1(End(T (M))) des tenseurs tangents de type (1, 1) sur M tel
que J2 = �I (I est la trasformation identique de T (M)). Une métrique Riemannienne
g sur M est Hermitienne si g(JX, JY ) = g(X, Y ) pour tous X, Y 2 X(M), et (M, J, g)
est alors dite variété quasi-Hermitienne. Une variété quasi-Hermitienne est Kaehlerienne
si sa structure complexe J est parallèle par rapport à la connexion de Levi-Civita r de
(M, g) i.e. rJ = 0. Une sous-variété S d’une variété Kaehlerienne (M, J, g) est invariante
si JX 2 T (M) pour chaque X 2 T (S). Montrer que pour chaque sous-variété invariante S
d’une variété Kaehlerienne M , l’inclusion S ! M est une immersion isométrique minimale.

ii ) Sous-variétés invariantes des variétés localement conformes Kaehleriennes (cf. I. Vais-
man, [37]). Une structure quasi-complexe J sur M est dite intégrable si N

J

(X, Y ) = 0
pour tous X, Y 2 X(M), où

N
J

(X, Y ) = [JX, JY ]� [X, Y ]� J {[JX, Y ] + [X, JY ]}

( le tenseur de Nijenhuis ). Si J est intégrable alors (M, J) est une variété complexe. Si
(M, J) est une variété complexe et g est une métrique quasi-Hermitienne sur (M, J) alors
(M, J, g) est une variété Hermitienne. Une variété Hermitienne (M, J, g) est localement
conforme Kaehlerienne (l.c.K.) s’il existe une forme différentielle ! fermée (d! = 0) de
degré 1 telle que d! = ⌦ ^ ! (cf. P. Libermann, [27]). Ici ⌦(X, Y ) = g(X, JY ) pour tous
X, Y 2 X(M). Soit (M, J, g,!) une variété l.c.K. et B = !] 2 X(M) ( le champ de Lee
de M ). Montrer qu’une sous-variété invariante S ⇢ M est minimale dans (M, g) si et
seulement si B est tangent a S (i.e. B? = 0).
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iii ) Sous-variétés totalement géodésiques (cf. K. Nomizu, [30]). Soit (M, g) une variété
Riemannienne et F : M ! M une isométrie i.e. une transformation telle que F ⇤g = g.
Soit K = {x 2 M : F (x) = x} l’ensemble des points fixes de F . Montrer que chaque
composante connexe de K est une sous-variété totalement géodésique de M . En particuler,
soit V ⇢ Cn+1 l’hypersurface algébrique donnée par l’équation

�

z1�a1 + · · · +
�

zn+1�a

n+1 = 0 , a
j

2 Z , a
j

� 2 , 1  j  n + 1 .

V a une seule singularité à l’origine et donc B2n(a1, · · · , a
n+1) = V \ {0} est une variété

complexe, de dimension complexe n. La sphère de Brieskorn déterminée par le nombres
entiers a

j

est la variété

⌃2n�1(a1, · · · , a
n+1) = B2n(a1, · · · , a

n+1) \ S2n�1 .

cf. E. Brieskorn, [5]. Si a1 = 2k montrer que ⌃2n�3(a2, · · · , a
n+1) est une sous-variété

totalement géodésique de ⌃2n�1(2k, a2, · · · , a
n+1).

iv ) Sous-variétés minimales (cf. e.g. [10], p. 45–48). Soit  : M ! RN une immer-
sion isométrique d’une variété Riemannienne n-dimensionelle M dans l’espace Euclidien.
Montrer que

� = nH

où� = (� 1, · · · ,� 
N

),  = ( 1, · · · , 
N

) et H est le vecteur de courbure moyenne de
l’immersion donnée. En particulier, vérifier que pour une immersion isométrique minimale
quelconque  : M ! RN , chaque  j : M ! R est une fonction harmonique sur M . Enfin,
montrer qu’il n’y a pas d’ immersion isométrique minimale d’une variété Riemanninenne
compacte M dans un espace Euclidien.

2. Connexions et métriques dans les fibrés vectoriels induits

Soit � : M ! N une application de classe C1 entre les variétés Riemanniennes
(M, g) et (N,h). Soit ��1TN ! M le fibré vectoriel pullback de T (N) ! N par
�. Chaque champ vectoriel Y : ⌦ ! T (N), défini sur l’ensemble ouvert ⌦ ⇢ N ,
détermine une section Y � 2 C1(U, ��1TN) donnée par Y � = Y � � ou U =
��1(⌦) ⇢ M . On appelle Y � le lifting naturel de Y . Si (⌦, y↵) est un système de
coordonnées locales sur N alors

�

(@/@y↵)� : 1  ↵  m
 ⇢ C1(U, ��1TN)

est un repère local du fibré pullback, défini sur U = ��1(⌦). Ici m = dim(N). On
pose s↵ = (@/@y↵)� pour la simplicité de l’écriture. Soit h� = ��1h le pullback de
h par � i.e. la métrique Riemannienne fibrée sur ��1TN donnée localement par

h�(s↵ , s�) = h↵� � � , 1  ↵,�  m ,

ou h↵� = h(@/@y↵ , @/@y�) 2 C1(⌦). Par consequent

h�(X� , Y �) = h(X, Y ) � � , X, Y 2 X(N) .

Il faut toutefois noter que toutes les sections dans le fibré pullback ne sont pas des
lifts naturels des champs tangents à N (i.e. le morphisme Y 2 X(N) 7�! Y � 2
C1(��1TN) n’est pas surjectif).

Soit rh la connexion de Levi-Civita de la variété Riemannienne (N, h). L’étape
suivante consiste à introduire une connexion r� = ��1rh (le pullback de rh par
�) sur le fibré ��1TN ! M , de sorte que la métrique h� soit parallèle par rapport
à r�. Si X 2 X(M) est un champ tangent au M , s 2 C1(��1TN) est une
section dans le fibré pullback, et x 2 M est un point quelconque, alors on choisit
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respectivement des systèmes de coordonnées locales (U, xi) e (⌦, y↵) autour de point
x et �(x) tels que �(U) ⇢ ⌦ et on pose par définition

(2)
⇣

r�Xs
⌘

x
= f i(x)

⇢

@g↵

@xi
(x) + g�(x)

@��

@xi
(x)�↵��(�(x))

�

s↵(x) ,

X = f i @

@xi
, s = g↵ s↵ , f i, g↵ 2 C1(U) ,

�↵ = y↵ � � 2 C1(U) , 1  ↵  m ,

rh
@

�

@� = �↵�� @↵ , @↵ ⌘ @

@y↵
, �↵�� 2 C1(⌦) .

On peut montrer très facilement que la définition de
⇣

r�Xs
⌘

x
ne dépend pas du

choix des systèmes de coordonnées locales, et que l’application r� : X(M) ⇥
C1(��1TN) ! C1(��1TN) est une connexion dans le fibré vectoriel ��1TN !
M . Pour une connexion quelconque D 2 C(��1TN) on peut définir une derivée
covariante de h� en posant

(DXh�)(r, s) = X(h�(r, s))� h�(DXr, s)� h�(r, DXs) ,

X 2 X(M) , r, s 2 C1(��1TN) .

Ici on a denoté par C(��1TN) l’espace a�ne de toutes les connexions dans le fibré
vectoriel ��1TN ! M . Pour nos besoins dans ce qui suit, nous désignerons par
C(��1TN, h�) le sous-espace a�ne de C(��1TN) consistant en les connexions
D 2 C(��1TN) telles que Dh� = 0. On peut vérifier assez facilement que r� 2
C(��1TN, h�) (une conséquence du fait que rhh = 0).

On adopte aussi les notations suivantes. Si ✏ > 0 et M̃ = M ⇥ (�✏, ✏) on pose

↵t : M ! M̃ , ↵t(x) = (x, t) , x 2 M , |t| < ✏ .

Aussi, étant donné un champ de vecteurs X 2 X(M) on considère le champ tangent
X̃ 2 X(M̃) défini par

X̃(x,t) = (dx↵t)Xx , (x, t) 2 M̃ .

Si X 2 X(M) alors �⇤X est la section in ��1TN ! M donnée par

(�⇤X)(x) = (dx�)Xx , x 2 M .

Par définition, la seconde forme fondamentale de l’application � : M ! N est

�� : X(M)⇥ X(M) ! C1(��1TN) ,

��(X,Y ) = r�X�⇤Y � �⇤rXY , X, Y 2 X(M) ,

ou r est la connexion de Levi-Civita de la variété Riemannienne (M, g). On montre
facilement, et la verification est proposée comme exercice au lecteur, que �� est
C1(M)-bilinéare et symétrique. Aussi la trace, per respect au g, de la seconde
forme fondamentale

⌧(�) = traceg (��) 2 C1(��1TN)
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est le champ de tension de l’application � : M ! N . Si {Ei : 1  i  n} est un
repère local g-orthonormé de T (M), définie sur U ⇢ M , alors

⌧(�)x =
n
X

i=1

��(Ei , Ei)x , x 2 U .

3. La formule de la premiere variation

Soit � 2 C1(M,N) et {�t}|t|<✏ ⇢ C1(M,N) une variation avec 1-paramètre de
� (tel que �0 = �). Etant donné un point x 2 M et un repère local g-orthonormé
{Ei : 1  i  n} ⇢ C1(U, T (M)), défini sur un voisinage ouvert de x, on se
propose d’ecrire kd�tk2 comme une fonction sur M̃ . On a

kd�tk2x = traceg (�⇤t h)x =
n
X

i=1

(�⇤t h)(Ei , Ei)x =

=
n
X

i=1

h�
t

(x)((dx�t)Ei,x , (dx�t)Ei,x)

et pour chaque X 2 X(U)

(dx�t)Xx = dx(� � ↵t) Xx = (d↵
t

(x)�) � (dx↵t)Xx =

= (d(x,t)�)X̃(x,t) =
⇣

�⇤X̃
⌘

(x,t)

et puis

kd�tk2x =
n
X

i=1

h�(x,t)((�⇤Ẽi)(x,t) , (�⇤Ẽi)(x,t)) =
n
X

i=1

h�
⇣

�⇤Ẽi , �⇤Ẽi

⌘

(x,t)

i.e. si Ũ = U ⇥ (�✏, ✏), on considère la fonction

f : Ũ ! R , f(x, t) =
1
2
kdx�tk2x , (x, t) 2 Ũ ,

on obtient

(3) f =
1
2

n
X

i=1

h�
⇣

�⇤Ẽi , �⇤Ẽi

⌘

2 C1(Ũ) .

En utilisant l’expression (3) on peut calculer facilement la derivée de f par rapport
à t i.e.

@f

@t
=

1
2

X

i

@

@t

⇣

h�(�⇤Ẽi , �⇤Ẽi)
⌘

=
X

i

h�
⇣

r�
@/@t�⇤Ẽi , �⇤Ẽi

⌘

parce que r� 2 C(��1TN, h�) i.e. r�h� = 0. On a besoin maintenant du lemme
suivant

Lemme 1. Pour chaque X 2 X(U)

(4) r�
@/@t�⇤X̃ = r�

X̃
�⇤

@

@t
.
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La démonstration du Lemme 1 est une conséquence du fait que [X̃ , @/@t] = 0
et que la connexion rh est symétrique. Donc (pour X = Ei)

@f

@t
=
X

i

h�

✓

r�
Ẽ

i

�⇤
@

@t
, �⇤Ẽi

◆

=

=
X

i

⇢

Ẽi

✓

h�(�⇤
@

@t
, �⇤Ẽi)

◆

� h�

✓

�⇤
@

@t
, r�

Ẽ
i

�⇤Ẽi

◆�

toujours en utilisant r�h� = 0. Notez que
✓

�⇤
@

@t

◆

(x,0)

= (d(x,0)�)
✓

@

@t

◆

(x,0)

= Vx ,

⇣

�⇤X̃
⌘

(x,0)
= (d(x,0)�)X̃(x,0) = (d(x,0)�)(dx↵0)Xx = (dx�0)Xx = (�⇤X)x ,

ou bien

(5)
✓

�⇤
@

@t

◆

� ↵0 = V ,
⇣

�⇤X̃
⌘

� ↵0 = �⇤X .

D’un autre coté, pour chaque fonction ' 2 C1(Ũ)

X̃(')(x,t) = ((dx↵t)Xx) (') = Xx(' � ↵t)

et puis (pour t = 0)

(6) X̃(') � ↵0 = X(' � ↵0) .

Les formules (5)-(6) impliquent (pour X = Ei et ' = h�(�⇤(@/@t) , �⇤Ẽi))

Ẽi,(x,0)

✓

h�(�⇤
@

@t
, �⇤Ẽi)

◆

=

= Ei,x

✓

h�(�⇤
@

@t
, �⇤Ẽi) � ↵0

◆

= Ei

�

h�(V , �⇤Ei)
�

x

pour chaque x 2 U . Soit X� 2 X(M) le champ de vecteurs tangents determiné par

h�(V , �⇤Y ) = g(X� , Y ) , Y 2 X(M) .

L’a�rmation Supp(V ) ⇢ ⌦ implique Supp(X�) ⇢ ⌦. Puis (par rg = 0)

Ei

�

h�(V , �⇤Ei)
�

= Ei(g(X� , Ei)) =

= g(rE
i

X� , Ei) + g(X� , rE
i

Ei)
ou

(7)
n
X

i=1

Ẽi

✓

h�(�⇤
@

@t
, �⇤Ẽi)

◆

= div(X�) +
n
X

i=1

h�(V , �⇤rE
i

Ei) .

Maintenant on a besoin de

Lemme 2. On a
⇣

r�
X̃
�⇤Ỹ

⌘

� ↵0 = r�X�⇤Y
pour touts X,Y 2 X(M).
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En utilisant (7) et le Lemme 2

@f

@t
(x, 0) = div(X�)x � h�

 

V ,
n
X

i=1

n

r�E
i

�⇤Ei � �⇤rE
i

Ei

o

!

x

pour chaque x 2 U , ou encore

(8)
@f

@t
� ↵0 = div(X�)� h�(V , ⌧(�)) .

L’opérateur divergence div : X(M) ! C1(M) est définie par

LX dvol(g) = div(X) d vg , X 2 X(M) .

Ici LX denote la derivée de Lie le long de champ X. L’opérateur divergence est
donnée par

div(X) = trace {Y 2 X(M) 7�! rY X}
(c’est une conséquence élémentaire du fait que la forme de volume d vg est parallèle
pour la connexion de Levi-Civita r de (M, g)) ou encore, localement

div(X) =
n
X

i=1

g(rE
i

X, Ei)

sur U . Puisque X� est à support compact contenu dans ⌦ on peut appliquer le
lemme de Green i.e.

Z

⌦

div(X�) d vg = 0 .

Enfin (par (8) et la définition de f)

(9)
d

dt
{E⌦(�t)}t=0 = �

Z

⌦

h�(V , ⌧(�)) d vg .

L’identité (9) est appelée formule de la variation première de E⌦.
Si {dE(�t)/dt}t=0 = 0 pour chaque variation a 1-paramètre {�t}|t|<✏ ⇢ C1(M, N)
avec Supp(V ) ⇢ ⌦, la formule de la variation première implique

(10) ⌧(�) = 0

et (10) est appelé le système des applications harmoniques. Dans un moment, nous
allons étudier la structure locale du système des applications harmoniques. Comme
on verra tout de suite (10) est localement un système non linéaire d’équations
a derivées partielles de second ordre, où la partie principale est l’opérateur de
Laplace-Beltrami de la variété Riemannienne (M, g). On rappelle que l’opérateur
de Laplace-Beltrami est donné par

�u = �div(ru) , u 2 C2(M) .

Ici ru 2 X(M) est le gradient de u 2 C1(M) i.e. le champ de vecteurs determiné
par g(ru,X) = X(u) pour chaque X 2 X(M). En utilisant l’expression locale

div(X) =
1p
G

@

@xi

⇣p
G Xi

⌘

on obtient aussi

�u = � 1p
G

@

@xi

✓p
G gij @u

@xj

◆
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parce que (ru)i = gij(@u/@xj) @i. Une autre formule locale utile peut être obtenue
de la manière suivante

�u = �div(ru) = �trace {Y 7�! rYru} =

= �
n
X

i=1

g(rE
i

ru , Ei) = �
n
X

i=1

{Ei(g(ru, Ei))� g(ru,rE
i

Ei)}
ou encore

(11) �u = �
n
X

i=1

{Ei(Ei(u))� (rE
i

Ei)(u)} .

Nous sommes prêts à donner une représentation locale du tenseur de tension ⌧(�),
et ensuite des équations (10). On a

⌧(�) = traceg (��) =
n
X

i=1

��(Ei , Ei) =
n
X

i=1

Ej
i Ek

i ��(@j , @k) ,

Ei = Ej
i @j , Ej

i 2 C1(U) ,
n
X

i=1

Ej
i Ek

i = gjk , gijg
jk = �k

i ,

et puis
⌧(�) = gjk ��(@j , @k) = gjk

n

r�@
j

�⇤@k � �⇤r@
j

@k

o

,

�⇤@i =
@�↵

@xi

✓

@

@y↵

◆�

, r@
j

@k =
�

�

�

�

i
jk

�

�

�

�

@i ,

r�@
j

�⇤@k = r�@
j

(

@��

@xk

✓

@

@y�

◆�
)

=
@2��

@xj @xk

✓

@

@y�

◆�

+
@��

@xk
r�@

j

✓

@

@y�

◆�

=

=
⇢

@2�↵

@xj @xk
+
�

�↵�� � �
� @��

@xj

@��

@xk

�✓

@

@y↵

◆�

.

ensuite

⌧(�) = gjk

⇢

@2�↵

@xj @xk
+
�

�↵�� � �
� @��

@xj

@��

@xk
�
�

�

�

�

i
jk

�

�

�

�

@�↵

@xi

�✓

@

@y↵

◆�

.

D’un autre coté (par (11))

�u = �
X

i

⇢

Ei

✓

Ej
i

@u

@xj

◆

� Ej
ir@j

�

Ek
i @k

�

(u)
�

=

= �
X

i

⇢

Ei(Ej
i )
@u

@xj
+ Ej

i Ei

✓

@u

@xj

◆

� Ej
i

@Ek
i

@xj

@u

@xk
� Ej

i Ek
i (r@

j

@k)(u)
�

=

= �
X

i

Ej
i Ek

i

⇢

@2u

@xj @xk
�
�

�

�

�

`
jk

�

�

�

�

@u

@x`

�

.

Soit

(12) �u = �gjk

⇢

@2u

@xj @xk
�
�

�

�

�

i
jk

�

�

�

�

@u

@xi

�

.
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Enfin

(13) ⌧(�) =
⇢

���↵ + gjk
�

�↵�� � �
� @��

@xj

@��

@xk

�✓

@

@y↵

◆�

.

Partout nous avons mis �↵ = y↵ ��. Par ailleurs
�

�

�

�

i
jk

�

�

�

�

et �↵�� sont respectivement

les symboles de Christo↵el de seconde espèce de gij et de h↵� . Les équations (10)
peuvent être écrites localement:

(14) ���↵ + gjk
�

�↵�� � �
� @��

@xj

@��

@xk
= 0 , 1  ↵  m .

Par exemple, soit � : (a, b) ! N une géodésique de (N, h) i.e. localement on a

(15)
d2�↵

dt2
+
�

�↵µ⌫ � �
� d�µ

dt

d�⌫

dt
= 0 .

Dans ce cas

M = (a, b) , n = 1 , x1 = t , � = � d2

dt2
, g11 = 1 ,

et les équations (14) peuvent être écrites sous la forme (15) i.e. chaque géodésique
� : (a, b) ! N est une application harmonique entre les variétés Riemanniennes
((a, b), dt⌦ dt) et (N,h).

Exercise 2. i ) Plongements isométriques minimaux. Montrer que chaque plongement
isometrique � : M ! N est minimale si et seulement si � : M ! N est une application
harmonique.

ii ) Submersions Riemanniennes (cf. [10], p. 118). Montrer qu’une submersion Rieman-
nienne ⇡ : M ! N est une application harmonique si et seulement si ses fibres ⇡�1(y),
y 2 N , sont des sous-variétés minimales de M .

iii ) Applications holomorphes (cf. [10], p. 116). Soit (M, J, g) et (M 0, J 0, g0) deux variététs
Kaehleriennes. Une application di↵erentiable � : M ! M 0 est holomorphe si (d

x

�) � J
x

=
J 0

�(x) � (d
x

�) pour chaque x 2 M . Montrer que chaque application holomorphe entre deux
variétés Kaehleriennes est une application harmonique.

iv ) Applications bi-harmoniques (cf. G-Y. Jiang, [24], C. Oniciuc, [31]). Soit � : M ! N
une application di↵érentiable, de classe C1, entre deux variétés Riemanniennes M et N ,
avec M compacte. Soit E2 : C1(M, N) ! R donné par

E2(�) =
1
2

Z

M

k⌧(�)k2 d v
g

.

On dit que � : M ! N est une application bi-harmonique si {dE2(�t

)/dt}
t=0 = 0 pour

chaque variation {�
t

}|t|<✏

⇢ C1(M, N) de �0 = �. Déduire la formule de la première
variation pour E2

d

dt
{E2(�t

)}
t=0 =

Z

M

h� (⌧2(�) , V ) d v
g

,

⌧2(�) = ���⌧(�)� trace
g

⇢

⇣

Rr
h

⌘

�

(�⇤· , ⌧(�))�⇤·
�

2 C1(��1T (N)) .

v) Champs des vecteurs harmoniques (cf. S. Dragomir & D. Perrone, [15]) Soit (M, g)
une variété Riemannienne et ⇡ : T (M) ! M le fibré tangent à M . Soit r la connexion de
Levi-Civita de (M, g). L’espace totale T (M) a une structure Riemannienne naturelle, la
métrique de Sasaki, induite par g de la manière suivante. Soit r⇡ = ⇡�1r 2 C(⇡�1T (M))
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la connexion induite par r dans le fibré pullback ⇡�1T (M) ! T (M), dont chaque fibre
est

�

⇡�1TM
�

v

= T
⇡(v)(M) , v 2 T (M) .

Le vecteur de Liouville est la section L 2 C1(⇡�1T (M)) donné par

L(v) = v 2 T
⇡(v)(M) =

�

⇡�1TM
�

v

, v 2 T (M) .

Un champ des vecteurs tangents V 2 X(T (M)) est horizontal si r⇡

V

L = 0. Soit H
v

⇢
T

v

(T (M)) le sous-espace de tous les V
v

où V 2 X(T (M)) est un chaque champ horizontal
quelconque. L’application v 2 T (M) 7�! H

v

⇢ T
v

(T (M)) est la distribution horizontale
sur T (M). La distribution verticale est v 2 T (M) 7�! Ker(d

v

⇡) ⇢ T
v

(T (M)). On peut
vérifier que

T
v

(T (M)) = H
v

�Ker(d
v

⇡) , v 2 T (M) .

Soit Q : T (T (M)) ! Ker(d⇡) la projection canonique que correspond à la décomposition
précedente. Considérons les morphismes de fibrés vectoriels L et Kr donnés par

L : T (T (M)) ! ⇡�1T (M) , Kr : T (T (M)) ! ⇡�1T (M) ,

L
v

(w) = (d
v

⇡)V
v

, K
v

= ��1
v

�Q
v

, v 2 T (M) , w 2 T
v

(T (M)) ,

� : ⇡�1TM ! T (T (M)) ,

�
v

(X) =
dC

dt
(0) 2 T

v

(T (M)) , v 2 T (M) , X 2 T
⇡(v)(M) ,

C : (�✏, ✏) ! T (M) , C(t) = v + tX , |t| < ✏ .

Kr est l’application de Dombrowski. Enfin on pose

G
s

(V, W ) = g⇡(LV, LW ) + g⇡(KrV, KrW ) , V, W 2 X(T (M)) ,

où g⇡ = ⇡�1g est la métrique induite par g dans le fibré pullback ⇡�1T (M) ! T (M). On
peut vérifier que G

s

est une métrique Riemannienne sur T (M) et donc on peut regarder
chaque champ de vecteurs tangents X 2 X(M) comme une application X : M ! T (M)
entre les variétés Riemanniennes (M, g) et (T (M), G

s

). Soit (M, g) une variété Rieman-
nienne compacte.

a ) Montrer que la restriction de l’énergie de Dirichlet E : C1(M, T (M)) ! R aux
champs de vecteurs tangents à M est donné par

E(X) =
n

2
Vol(M) +

1
2

Z

M

krXk2 d v
g

, X 2 X(M) ,

où n = dim(M).
b ) Montrer que X 2 X(M) est une application harmonique (i.e. un point critique

de l’énergie E : C1(M, T (M)) ! R par rapport à variations {�
t

}|t|<✏

⇢ C1(M, T (M))
arbitraires de X i.e. �0 = X) si et seulement si rX = 0.

c ) Montrer que X 2 X(M) est un point critique de l’énergie E : X(M) ! R si et
seulement si rX = 0.

d) Soit Sn�1 ! U(M, g) ! M le fibré tangent sphérique, dont les fibres sont

U(M, g)
x

= {v 2 T
x

(M) : g
x

(v, v) = 1} , x 2 M .

Soit G = ◆⇤G
s

la métrique induite par la metrique de Sasaki, où ◆ : U(M, g) ! T (M)
est l’inclusion canonique. Soit X1(M) = C1(U(M, g)) l’espace des sections de classe
C1 dans le fibré tangent sphèrique. Montrer que X 2 X1(M) est un point critique de
E : X1(M) ! R si et seulement si

�
g

X � krXk2 X = 0 ,
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où �
g

( le Laplacien brut) est l’operateur di↵érentiel de second ordre �
g

: X(M) ! X(M)
donné localement par

�
g

= �
n

X

i=1

n

r
E

i

r
E

i

�rr
E

i

E

i

o

,

où {E
i

: 1  i  n} est un répèr local g-orthonormé de T (M).

4. Applications harmoniques a valeurs dans une sphère

Nous commençons par le calcul des symboles de Christo↵el de la sphère standard
Sm = {x 2 Rm+1 : X2

1 + · · · + X2
m+1 = 1}. Désignons par (X1, · · · , Xm+1) les

coordonnées cartésiennes sur Rm+1, l’espace euclidien avec la métrique standard

h0

✓

@

@XA
,

@

@XB

◆

= �AB , 1  A, B  m + 1 .

Nous adoptons la convention d’écriture XA = XA pour 1  A  m + 1. Le
plongement canonique j : Sm ! Rm+1 est donné localement par

j(y1, · · · , ym) =

0

@y1, · · · , ym,

s

1�
X

↵=1

y2
↵

1

A ,

(y1, · · · , ym) 2 �(U) , y↵ = y↵ ,

U = {(X1, · · · , Xm+1) 2 Sm : Xm+1 > 0} ,

� : U ! Rm , �(X1, · · · , Xm+1) = (X1, · · · , Xm) , j = j � ��1 .

La métrique induite par h0 sur Sm est h = j⇤h0. Par consequent, localement

h↵� = h

✓

@

@y↵
,
@

@y�

◆

= h0

✓

(dj)
@

@y↵
, (dj)

@

@y�

◆

,

(dj)
@

@y↵
=
@jA

@y↵
@

@XA
, 1  ↵  m ,

@jA

@y↵
= �A

↵ , 1  A  m ,
@jm+1

@y↵
= � y↵

v

u

u

t1�
m
X

µ=1

y2
µ

,

(dj)
@

@y↵
=

@

@X↵
� y↵
v

u

u

t1�
m
X

µ=1

y2
µ

@

@Xm+1
,

et on obtient

(16) h↵� = �↵� +
y↵y�

1�
m
X

µ=1

y2
µ

.
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On veut déterminer

�↵�� = h↵µ���µ , ���µ =
1
2
�

h�µ|� + hµ�|� � h��|µ
�

,

f|µ =
@f

@yµ
, f 2 C1(U) , 1  µ  m .

Il est donc nécessaire de calculer la matrice inverse [h↵� ] = [h↵� ]�1. On cherche
h↵� sous la forme

h↵� = �↵� + a y↵y�

où a 2 R est une constante à déterminer par la condition

h↵�h�� = �↵� () �

�↵� + ay↵y�
�

0

B

B

B

B

@

��� +
y�y�

1�
m
X

µ=1

y2
µ

1

C

C

C

C

A

= �↵�

() �↵� +
y↵y�

1�
m
X

µ=1

y2
µ

+ ay↵y� + a
y↵y�

1�
m
X

µ=1

y2
µ

m
X

�=1

y2
� = �↵�

() y↵y�

1�
m
X

µ=1

y2
µ

8

<

:

1 + a

 

1�
m
X

µ=1

y2
µ

!

+ a
m
X

�=1

y2
�

9

=

;

= 0

() y↵y�

1�
m
X

µ=1

y2
µ

(1 + a) = 0

et on peut choisir a = �1 tel que

(17) h↵� = �↵� � y↵y� .

Puis

h�µ|� =
@

@y�

0

B

B

B

B

@

��µ +
y�yµ

1�
m
X

�=1

y2
�

1

C

C

C

C

A

=

=
1

1�
m
X

�=1

y2
�

0

B

B

B

B

@

���yµ + �µ�y� +
2y�yµy�

1�
m
X

�=1

y2
�

1

C

C

C

C

A

,

���µ =
1
2

1

1�
m
X

�=1

y2
�

0

B

B

B

B

@

���yµ + �µ�y� +
2y�yµy�

1�
m
X

�=1

y2
�

+
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+ ���yµ + �µ�y� +
2y�yµy�

1�
m
X

�=1

y2
�

� ��µy� � ��µy� � 2y�y�yµ

1�
m
X

�=1

y2
�

1

C

C

C

C

A

ou encore

(18) ���µ =

0

B

B

B

B

@

��� +
y�y�

1�
m
X

�=1

y2
�

1

C

C

C

C

A

yµ

1�
m
X

�=1

y2
�

.

Enfin (par (18))

�↵�� = (�↵µ � y↵yµ)

0

B

B

B

B

@

��� +
y�y�

1�
m
X

�=1

y2
�

1

C

C

C

C

A

yµ

1�
m
X

�=1

y2
�

=

= y↵
 

1�
m
X

µ=1

y2
µ

!

0

B

B

B

B

@

��� +
y�y�

1�
m
X

�=1

y2
�

1

C

C

C

C

A

1

1�
m
X

�=1

y2
�

ou

(19) �↵�� = y↵

0

B

B

B

B

@

��� +
y�y�

1�
m
X

�=1

y2
�

1

C

C

C

C

A

= y↵h�� .

Soit � : M ! Sm une application di↵érentiable. Si � = j �� et �A = XA �� alors
�A�A = 1 ou

���� + �m+1�m+1 = 1 .

En di↵érenciant par rapport à xj on obtient

(20)
@��

@xj
�� = ��m+1

@�m+1

@xj

puis (par (20))

�↵�� � � = �↵
✓

��� +
����
�2

m+1

◆

, X↵ � j = y↵ , �↵ = �↵ ,

gjk
�

�↵�� � �
� @��

@xj

@��

@xk
= �↵gjk

m+1
X

A=1

@�A

@xj

@�A

@xk
= �↵

m+1
X

a=1

kr�Ak2 .
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On peut conclure qu’une application � : M ! Sm est harmonique si

(21) ���↵ + �↵
m+1
X

a=1

kr�Ak2 = 0 , 1  ↵  m .

Habituellement on pose kr�k2 =
Pm+1

A=1 kr�Ak2 de sorte que les équations (21)
deviennent

(22) ���+ kr�k2 � = 0 ,

�� = (��1, · · · ,��m+1) , � = (�1, · · · ,�m+1) .

Exercise 3. i ) Sous-variétés minimales dans sphères (cf. [10], p. 84–88). a ) Soit
i : M ,! Rn une sous-variété de l’espace Euclidien, avec la métrique Riemannienne in-
duite. Soit aussi  : M ! M une immersion isométrique de la variété Riemannienne
m-dimensionnelle M dans M . Montrer que le vecteur de courbure moyenne de  est la
composante tangentielle (par rapport a T (M)) de 1/m �(i �  ).

b ) Soit M une variété de dimension m et  : M ! Sn(r) une immersion isométrique de M
dans la sphère n-dimensionnelle de rayon r > 0. On pose  = i� où i : Sn(r) ! Rn+1 est
l’inclusion canonique. Montrer que  est minimale si et seulement si � = �(m/r2) .

ii ) Sous-varétés dans sphères et valeurs propres du Laplacien (cf. T. Takahashi, [35]). a )
Soit  : M ! Rn+1 une immersion isométrique d’une variété Riemannienne M dans Rn+1

telle que

� = �µ , µ 2 R , µ 6= 0 .

Montrer que 1) µ > 0, 2 )  (M) ⇢ Sn(r) où r2 = m/µ, et 3 )  : M ! Sn(r) est une
immersion isométrique minimale.

b ) Soit

(�, )
L

2 =

Z

S

m

� d vol(g
m

) , �, 2 C1(Sm, R) ,

le produit scalaire L2 sur la sphère Sm, doté de la métrique Riemannienne canonique g
m

.
Soit � 2 Spec(�) une valeur propre du Laplacien � : C1(Sm, R) ! C1(Sm, R) et soit
Eigen(�,�) ⇢ C1(Sm, R) le sous-espace propre correspondant. Si N = dimR Eigen(�,�)
et {�1, · · · ,�

N

} ⇢ Eigen(�,�) est une base orthonormale (par rapport au (· , ·)
L

2), mon-
trer qu’il y a des constantes ↵ > 0 et r > 0 telles que l’application  = (↵�1, · · · ,↵�

N

)
est une immersion isométrique minimale de Sm dans SN�1(r) ⇢ RN .

Plus tard, nous aurons besoin de la notion de produit tordu, que nous nous
empressons d’introduire. Soit (L, gL) et (B, gB) deux variétés Riemanniennes de
métriques respectives gL et gB . Soit w 2 C1(L⇥B) une fonction di↵érentiable tel
que w(x, y) > 0 pour tous (x, y) 2 L ⇥ B. On pose S = L ⇥ B et on dénote par
⇧1 : S ! L et ⇧2 : S ! B les projections canoniques. Il s’ensuit que le champ de
tenseurs de type (0, 2)

h = ⇧⇤1gL + w2⇧⇤2gB

est une métrique Riemannienne sur S. La variété S dotée de la métrique h se note
L⇥w B et s’appelle le produit tordu des variétés (L, gL) et (B, gB) avec fonction de
torsion w.

Soit Sm ⇢ Rm+1 la sphère standard et

⌃ = {x 2 Sm : X1 = X2 = 0} .
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On peut montrer facilement que ⌃ est une sous-variété totalement géodésique de Sm

de codimension 2. Un résultat un peu plus élaboré montre, au moyen d’une trans-
formation de coordonnées locales, que chaque sous-variété totalement géodesique
de codimension 2 dans la sphère Sm est isométrique a ⌃. Une observation tres
importante dans notre contexte est que Sm \⌃ est isométrique à un produit tordu.
Précisément, si on pose

Sm�1
+ = {y = (y0, ym) 2 Rm : y 2 Sm�1, ym > 0} ,

f : Sm�1
+ ⇥ S1 ! (0,+1) , f(y, ⇣) = ym , y 2 Sm�1

+ , ⇣ 2 S1 ⇢ C ,

Il s’ensuit que l’application

I(y, ⇣) = (ymu, ymv, y0) , y 2 Sm�1
+ , ⇣ = u + iv 2 S1 ,

donne une isométrie Sm�1
+ ⇥f S1 ⇡ Sm \ ⌃ entre Sm�1 ⇥f S1 doté de la métrique

Riemannienne ⇡⇤1gm�1 + f2⇡⇤2g1 et (Sm \ ⌃, gm). Ici

⇡1 : Sm�1
+ ⇥ S1 ! Sm�1

+ , ⇡2 : Sm�1
+ ⇥ S1 ! S1 ,

sont les projections natureles et gN denote la métrique Riemannienne canonique
sur la sphère SN ⇢ RN+1. La section suivante est dédiée à l’étude des applications
harmoniques d’une varieté Riemannienne M dans Sm \⌃, en profitant du fait que
Sm \ ⌃ est une produit tordu pour écrire l’equation des applications harmoniques
d’une maniére trés simple.

5. Le théorème de Solomon

Soit (L, gL) une variété Riemannienne et S = L ⇥w R un produit tordu , ou
w 2 C1(S), w > 0 est la fonction de torsion. Comme nous l’avons vu dans la
section précédente, la variété S se pense comme dotée de la métrique

h = ⇧⇤1gL + w2 dt⌦ dt .

Une observation très pédante est que la fonction coordonnée t : L ⇥ R ! R est
donnée par t = t̃ � ⇧2 où ⇧2 : L⇥ R ! R est la seconde projection canonique et t̃
est la coordonnée (globale) cartesienne sur R. Sauf pour des raisons de caractère
didactique, habituellement on ne fait pas de distinction (du point de vue des no-
tations) entre t et t̃. Soit M une varété Riemannienne orientable compacte. On
établit le lemme suivant.

Lemme 3 (B. Solomon, [34]). Soit � : M ! L⇥w R une application harmonique.
Soit u = ⇧2 � � : M ! R. Alors u est une solution de l’équation elliptique

(23) div
�

(w � �)2ru
�

= (w � �)
✓

@w

@t
� �
◆

kruk2 .

En particulier si w est une fonction sur L (i.e. @w/@t = 0) alors �(M) ⇢ L⇥ {t�}
pour quelque t� 2 R.

Démonstration. Soit F = ⇧1 � �. Si ' 2 C1(M) alors on pose

�s(x) = (F (x) , u(x) + s'(x)) , x 2 M , |s| < ✏ ,

de tell manière que {�s}|s|<✏ est une variation avec 1-paramètre de � = (F, u). Sit
g la métrique Riemannienne sur M . La norme de Hilbert-Schmidt du di↵erentiel
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d�s est donné par

kd�sk2x = [traceg (�⇤sh)] (x) =
n
X

i=1

(�⇤sh)(Ei , Ei)x =

=
X

i

h�
s

(x)((dx�s)Ei,x , (dx�s)Ei,x)

pour x 2 U , ou {Ei : 1  i  n} est un repère local g-orthonormé défini sur
l’ensemble ouvert sur U ⇢ M . Si X 2 X(U) alors

h�
s

(x) ((dx�s)Xx , (dx�s)Xx) =

= (⇧⇤1gL)�
s

(x) ((dx�s)Xx , (dx�s)Xx) + w(�s(x))2
⇥

(dt)�
s

(x) ((dx�s)Xx)
⇤2 =

= gL,F (x)

�

(d�
s

(x)⇧1) � (dx�s)Xx , (d�
s

(x)⇧1) � (dx�s)Xx

�

+

+w(�s(x))2
⇥

(du(x)+s'(x)t̃) � (d�
s

(x)⇧2) � (dx�s)Xx

⇤2 =

= gL,F (x) ((dxF )Xx , (dxF )Xx) + w(�s(x))2
⇥

(du(x)+s'(x)t̃) � (dx(u + s'))Xx

⇤2 =

= (F ⇤gL)(X,X)x + w(�s(x))2
�

(du(x)+s'(x)t̃) [(dxu)Xx + s (dx')Xx]
 2

parce que ⇧1(�s(x)) = F (x) et ⇧2(�s(x)) = u(x) + s'(x). D’autre part on peut
faire la considération élémentaire suivante

(dxu)Xx = Xi(x)(dxu)
✓

@

@xi

◆

x

= Xi(x)
@u

@xi
(x)
✓

@

@ t̃

◆

u(x)

,

(du(x)+s'(x)t̃)(dxu)Xx = Xx(u) ,

parce que (dt̃)
�

@/@ t̃
�

= 1. Ici X = Xi @/@xi par rapport à un système de coor-
données locales (U, xi) sur M . Ensuite

(�⇤sh) (X,X) = (F ⇤gL) (X,X) + (w � �s)
2 [X(u) + s X(')]2

et alors

kd�sk2 =
X

i

(F ⇤gL) (Ei , Ei) + (w � �s)
2
X

i

[Ei(u) + s Ei(')]2 =

= kdFk2 + (w � �s)
2
X

i

�

Ei(u)2 + 2s Ei(u)Ei(') + s2 Ei(')2
 

sur U , ou

(24) kd�sk2 = kdFk2 + (w � �s)
2 ⇥kruk2 + 2s g(ru,r') + s2 kr'k2⇤ .

D’autre part (par (24))
@

@s

�

w(F (x) , u(x) + s'(x))2
⇥kruk2x + 2s g(ru,r')x + O(s2)

⇤ 

s=0
=

= 2w(F (x), u(x))
@w

@t
(F (x), u(x))'(x) kruk2x + 2w(F (x), u(x))2 g(ru,r')x =

= 2w(�(x)) wt(�(x))'(x) kruk2x + 2w(�(x))2 g(rur')x .

Si � : M ! S est une application harmonique alors

(25) 0 =
d

ds
{E(�s)}s=0 =

1
2

d

ds

⇢

Z

M

kd�sk2 d vg

�

t=0

=
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=
Z

M

�

(w � �) (wt � �) ' kruk2 + (w � �)2 g(ru,r')
 

d vg

et

(w � �)2 g(ru,r') = (w � �)2(ru)(') = (ru)((w � �)2 ')� ' (ru)
⇥

(w � �)2
⇤

=

= div
⇥

'(w � �)2ru
⇤� ' (w � �)2 div(ru)� ' (ru)

⇥

(w � �)2
⇤

=

= div
⇥

'(w � �)2ru
⇤

+ '
�

(w � �)2�u� (ru)
⇥

(w � �)2
⇤ 

,
Z

M

div
⇥

'(w � �)2ru
⇤

d vg = 0 ,

donc (par (25))
Z

M

'
�

(w � �) (wt � �) kruk2 + (w � �)2�u� (ru)
⇥

(w � ')2
⇤ 

d vg = 0

pour chaque ' 2 C1(M). Mais on sait que C10 (M) (ici C1(M) parce que M est
compacte) est dense edans L2(M) et alors

(26) (w � �)�u = 2(ru)(w � �)� (wt � �) kruk2

où wt = @w/@t. Il peut être observé facilement que les formules (26) et (23) sont
équivalentes. La première partie du Lemme 3 est demontrée. Si wt = 0 alors
l’equation (23) devient

(27) div
⇥

(w � �)2ru
⇤

= 0 .

ensuite
div
⇥

(w � �)2uru
⇤

= u div
⇥

(w � �)2r�⇤+ (w � �)2(ru)(u)
ou (par (27))

div
⇥

(w � �)2uru
⇤

= (w � �)2kruk2
et (par intégration le long de M , en utilisant le lemme de Green)

Z

M

(w � �)2kruk2 d vg = 0

on peut conclure que u = constante sur M i.e. u(x) = t� pour quelque t� 2 R et
chaque x 2 M . Q.e.d.

Nous sommes prêts à commencer la discussion sur les applications harmoniques
dans une sphère dont les valeurs omettent une sous-variétés totalement géodésique
de codimension deux. On dit qu’ une application continue � : M ! Sm rencontre
⌃ si �(M) \ ⌃ 6= ;. Soit � : M ! Sm une application continue que non rencontre
pas ⌃ (i.e. �(M) \ ⌃ = ;). On dit que � et ⌃ sont entrelacés si l’application
� : M ! Sm \ ⌃ n’est pas homotopique à l’application constante. Le but de cette
section est de prouver le résultat suivant.

Théorème 1 (B. Solomon, [34]). Soit � : M ! Sm une application harmonique
non constante, d’une variété Riemannienne compacte M dans une sphère. Alors �
et ⌃ sont entrelacés ou � rencontre ⌃.

Démonstration. Soit � : M ! Sm \⌃ une application harmonique non constante
qui non rencontre pas ⌃. La preuve se conduit par réduction à l’absurde i.e. on
suppose que � : M ! Sm \ ⌃ et ⌃ ne sont pas entrelacés i.e. � : M ! Sm \ ⌃ est
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homotopiquement nulle. Comme Sm \ ⌃ ⇡ Sm�1
+ ⇥f S1 (une isométrie), on peut

considerer l’application

 ̃ = I�1 � � : M ! Sm�1
+ ⇥f S1 .

Soit p : R ! S1 l’application de recouvrement naturel i.e. l’application exponen-
tielle p(t) = exp(2⇡it) pour chaque t 2 R. Considerons le produit tordu Sm�1

+ ⇥w R,
ie la variété produit Sm�1

+ ⇥ R dotée de la métrique

⇧⇤1gm�1 + (w �⇧1)2 dt⌦ dt ,

w 2 C1(Sm�1
+ ) , w(y) = ym , y = (y0, ym) 2 Sm�1

+ .

On peut vérifier facilement que l’application

⇡ =
⇣

1Sm�1
+

, p
⌘

: Sm�1
+ ⇥w R ! Sm�1

+ ⇥f S1

est une isométrie locale. On a besoin du lemme suivant

Lemme 4. Soit S et S̃ deux variétés Riemanniennes et soit ⇡ : S ! S̃ une
isométrie locale. Soit aussi �̃ : M ! S̃ une application harmonique d’une variété
Riemannienne compacte et orientable M dans S̃. Alors chaque application diffé-
rentiable � : M ! S telle que ⇡ � � = �̃ est harmonique.

Par le Lemme 4 l’application  ̃ : M ! Sm�1
+ ⇥f S1 est harmonique. Posons

F = ⇡1 �  ̃ , ũ = ⇡2 �  ̃ ,

où
⇡1 : Sm�1

+ ⇥ S1 ! Sm�1
+ , ⇡2 : Sm�1

+ ⇥ S1 ! S1 ,

sont le projections canoniques. De plus soit x0 2 M et ⇣0 = ũ(x0) 2 S1. Con-
siderons aussi un point t0 2 R tel que p(t0) = ⇣0. Nous avons besoin d’un résultat
standard de la théorie de l’homotopie.

Lemme 5 (Proposition 5.3, [21], p. 43). Soit X un espace topologique connexe et
localement connexe par arcs. Soit x0 2 X et f : X ! S1 une application continue.
Si t0 2 R est un point tel que p(t0) = f(x0) et f⇤ ⇡1(X,x0) = 0 alors il existe une
unique application continue g : X ! R telle que g(t0) = t0 et p � g = f .

On peut observer que

� ' 0 =)  ̃ ' 0 =) ũ⇤ ⇡1(M,x0) = 0

et alors (par le Lemme 5) il y a une unique application continue u : M ! R tel que
u(x0) = t0 et p � u = ũ. Il est utile d’ indiquer les applications introduites à l’aide
du diagramme commutatif suivant

x0 2 M
 ̃����! Sm�1

+ ⇥f S1

u

x

?

?

x

?

?

⇡2

t0 2 R ����!
p

S1 3 ⇣0 .

On applique maintenant le Lemme 3 avec L = Sm�1
+ , avec la fonction de torsion

w 2 C1(Sm�1
+ ) donné par w(y) = ym, et avec l’application

 = (F, u) : M ! Sm�1
+ ⇥w R .
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Ça c’est possible parce que ⇡ �  =  ̃ et ⇡ est une isométrie locale et alors (encore
par le Lemme 4)  est une application harmonique. Par le Lemme 3 il en résulte
que

 (M) ⇢ Sm1
+ ⇥ {t }

pour quelque t 2 R. Donc on peut penser que  est une application harmonique
de M dans l’hemisphère Sm�1

+ . Enfin, on utilise le lemme suivant

Lemme 6. Soit  : M ! Sm�1
+ une application harmonique d’une variété compacte

et orientable dans une hemisphère. Alors  est l’application constante.

Démonstration. Par l’équation (22)

�� + kr k2 = 0 ,

 = j �  , j : Sm�1 ⇢ Rm .

En particulier �� m + kr k2 m = 0 et alors (en intégrant le long de M , par le
lemme de Green)

Z

M

kr k2 m d vg = 0 ,

 (M) ⇢ Sm�1
+ =)  m > 0 ,

et alors r = 0 sur M et donc  est constante. Alors � : M ! Sm \ ⌃ est
constante, une contradiction. Q.e.d.

Par un résultat de topologie très bien connu Sm�1
+ ⇥ S1 ' S1 (une equivalence

d’homotopie). Par consequent, une application continue � : M ! Sm�1
+ ⇥ S1 est

homotopiquent nulle si et seulement si ⇡2�� : M ! S1 est homotopiquent nulle. Les
classes d’homotopie des applications continues M ! S1 forment un group abélien
⇡1(M) (le groupe de Bruschlinski de M , cf. [21], p. 48). Aussi (par le Théorème 7.1
[21], p. 49) il y a un isomorphisme naturel ⇡1(M) ⇡ H1(M, Z) et donc on obtient
le résultat suivant

Corollaire 1. Soit M une variété Riemannienne connexe, compacte, orientable
avec H1(M, R) = 0. Alors chaque application harmonique non constante � : M !
Sm rencontre ⌃.

6. La formule de la seconde variation et stabilité des applications
harmoniques

Soit � : M ! N une application harmonique entre les variétés Riemanniennes M
(compacte, orientable) et N et soit � : M⇥(�✏, ✏)⇥(�✏, ✏) ! N une variation avec
deux paramètres de � i.e. une application di↵erentiable telle que �(x, 0, 0) = �(x)
pour chaque x 2 M . On pose

�s,t : M ! N , �s,t(x) = �(x, s, t) , x 2 M , |s| < ✏ , |t| < ✏ ,

donc �0,0 = �. On pose aussi

Vx = (d(x,0,0)�)
✓

@

@t

◆

(x,0,0)

, Wx = (d(x,0,0)�)
✓

@

@s

◆

(x,0,0)

, x 2 M ,

donc V,W 2 C1(��1T (N)). On veut calculer
@2

@s @t
{E(�s,t)}s=t=0 =

1
2

@2

@s @t

⇢

Z

M

kd�s,tk2 d vg

�

s=t=0

.
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Soit {Ei : 1  i  n} un repère local g-orthonormé définie sur U ⇢ M . Si

M̃ = M ⇥ (�✏, ✏)⇥ (�✏, ✏) , f : M̃ ! R ,

f(x, s, t) = kd�s,tk2x , x 2 M , |s| < ✏ , |t| < ✏ ,

↵s,t : M ! M̃ , ↵s,t(x) = (x, s, t) , x 2 M ,

alors

f =
n
X

i=1

h�(�⇤Ẽi , �⇤Ẽi)

sur Ũ = U ⇥ (�✏, ✏)⇥ (�✏, ✏) où

(�⇤A)(x, s, t) = (d(x,s,t)�)A(x,s,t) , A 2 X(M̃) , (x, s, t) 2 M̃ ,

X̃(x,s,t) = (dx↵s,t)Xx , X 2 X(M) , x 2 M , s, t 2 (�✏, ✏) ,

et donc �⇤A 2 C1(��1T (N)) et X̃ 2 X(M̃). Il en suit que

@f

@t
=
X

i

@

@t

n

h�(�⇤Ẽi , �⇤Ẽi)
o

=

(parce que r�h� = 0)

= 2
X

i

h�
⇣

r�
@/@t�⇤Ẽi , �⇤Ẽi

⌘

=

(parce que
h

@/@t , X̃
i

= 0 pour chaque X 2 X(U))

= 2
X

i

h�
✓

r�
Ẽ

i

�⇤
@

@t
, �⇤Ẽi

◆

=

= 2
X

i

⇢

Ẽi

✓

h�

✓

�⇤
@

@t
, �⇤Ẽi

◆◆

� h�

✓

�⇤
@

@t
, r�

Ẽ
i

�⇤Ẽi

◆�

(de nouveau par r�h� = 0). Pour chaque s, t 2 (�✏, ✏) soit Xs,t 2 X(M) determiné
par

g(Xs,t , Y ) = h�(�⇤
@

@t
, �⇤Ỹ ) � ↵s,t , Y 2 X(M) .

Alors
X

i

Ẽi

✓

h�

✓

�⇤
@

@t
, �⇤Ẽi

◆◆

(x,s,t)

=
X

i

Ẽi,(x,s,t)

✓

h�

✓

�⇤
@

@t
, �⇤Ẽi

◆◆

=

=
X

i

[(dx↵s,t) Ei,x]
✓

h�

✓

�⇤
@

@t
, �⇤Ẽi

◆◆

=
X

i

Ei,x

✓

h�

✓

�⇤
@

@t
, �⇤Ẽi

◆

� ↵s,t

◆

=

=
X

i

Ei,x (g(Xs,t , Ei)) =
X

i

{g(rE
i

Xs,t , Ei) + g(Xs,t , rE
i

Ei)}x =

= div(Xs,t)(x) + h�

 

�⇤
@

@t
,
X

i

�⇤r̂E
i

Ei

!

(x,s,t)
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et on obtient

1
2
@f

@t
(x, s, t) = div(Xs,t)(x)� h�

 

�⇤
@

@t
,
X

i

⇣

r�
Ẽ

i

�⇤Ẽi � �⇤r̂E
i

Ei

⌘

!

(x,s,t)

.

Pour chaque X,Y 2 X(M) on définit une section ��(X,Y ) 2 C1(��1T (N)) en
posant

��(X, Y ) = r�
X̃
�⇤Ỹ � �⇤r̂XY .

Alors la dernière identité devient

(28)
1
2
@f

@t
(x, s, t) = div(Xs,t)(x)� h�

✓

�⇤
@

@t
, traceg (��)

◆

(x,s,t)

et par consequent

@2

@s @t
{E(�s,t)}s=t=0 =

@

@s

⇢

Z

M

1
2
@f

@t
(· , s , t) d vg

�

s=t=0

=

=
@

@s

(

Z

M

"

div(Xs,t)(x)� h�

✓

�⇤
@

@t
, traceg (��)

◆

(x,s,t)

#

dx

)

s=t=0

où on a posé par simplicité dx = (d vg)(x). Ensuite (par le lemme de Green)

(29)
@2

@s @t
{E(�s,t)}s=t=0 =

= �
⇢

Z

M

@

@s



h�

✓

�⇤
@

@t
, traceg (��)

◆�

d vg

�

s=t=0

.

Maintenant on peut calculer (par r�h� = 0)

(30)
@

@s



h�

✓

�⇤
@

@t
, traceg (��)

◆�

=

= h�

✓

r�
@/@s�⇤

@

@t
, traceg (��)

◆

+ h�

✓

�⇤
@

@t
, r�

@/@straceg (��)
◆

.

On peut montrer facilement que
⇣

r�
X̃
�⇤Ỹ

⌘

(x,0,0)
=
⇣

r�XY
⌘

x
,
⇣

�⇤X̃
⌘

(x,0,0)
= (�⇤X)x

donc
[traceg (��)](x,0,0) =

X

i

n

r�E
i

�⇤Ei � �⇤rE
i

Ei

o

x
=

= [traceg (��)]x = ⌧(�)x = 0

parce que � est harmonique. D’autre part

(31) r�
@/@straceg (��) =

X

i

r�
@/@s��(Ei , Ei) =

=
X

i

n

r�
@/@sr�

Ẽ
i

�⇤Ẽi �r�
@/@s�⇤r̂E

i

Ei

o
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et (compte tenue du fait que
h

@/@s , X̃
i

= 0 pour chaque X 2 X(U))

r�
@/@sr�

Ẽ
i

�⇤Ẽi = r�
Ẽ

i

r�
@/@s�⇤Ẽi + Rr

�
✓

@

@s
, Ẽi

◆

�⇤Ẽi

où Rr
�

est le tenseur de courbure de la connexion r� 2 C(��1T (N), h�). Alors
la formule (30) conduit à

@

@s



h�

✓

�⇤
@

@t
, traceg (��)

◆�

s=t=0

=

= h�

 

�⇤
@

@t
,
X

i

n

r�
Ẽ

i

r�
@/@s�⇤Ẽi �r�

@/@s�⇤r̂E
i

Ei

o

!

s=t=0

+

+
X

i

h�

✓

�⇤
@

@t
, Rr

�
✓

@

@s
, Ẽi

◆

�⇤Ẽi

◆

s=t=0

=

(parce que
h

@/@s , Ẽi

i

= 0 et
h

@/@s , r̂E
i

Ei

i

= 0)

= h�

 

�⇤
@

@t
,
X

i

⇢

r�
Ẽ

i

r�
Ẽ

i

�⇤
@

@s
�r�

r̂
E

i

E
i

�

�⇤
@

@s

!

s=t=0

+

+
X

i

h�

✓

�⇤
@

@t
, Rr

�
✓

@

@s
, Ẽi

◆

�⇤Ẽi

◆

s=t=0

.

Soit Rr
h

la courbure de (N,h). Soit aussi
⇣

Rr
h

⌘�

= ��1Rr
�

le pullback de Rr
h

i.e. localement
⇣

Rr
h

⌘�
 

✓

@

@y↵

◆�

,

✓

@

@y�

◆�
!

✓

@

@y�

◆�

=
⇣

Rµ
↵�� � �

⌘

✓

@

@yµ

◆�

.

Ici Rµ
↵�� sont les composantes locales de Rr

h

par rapport au système des coor-
données locales (y↵) sur N . On peut montrer (avec un calcul local très simple)
que

h�

✓

�⇤
@

@t
, Rr

�
✓

@

@s
, X̃

◆

�⇤Ỹ
◆

s=t=0

= h�
✓

V ,
⇣

Rr
h

⌘�

(W,�⇤X)�⇤Y
◆

pour chaque X,Y 2 X(M). D’autre part on peut calculer le premier terme de la
manière suivante

h�

 

�⇤
@

@t
,
X

i

⇢

r�
Ẽ

i

r�
Ẽ

i

�⇤
@

@s
�r�

r̂
E

i

E
i

�

�⇤
@

@s

!

� ↵s,t =

(par r�h� = 0)

=
X

i

⇢

Ẽi

✓

h�

✓

�⇤
@

@t
, r�

Ẽ
i

�⇤
@

@s

◆◆

� h�

✓

r�
Ẽ

i

�⇤
@

@t
, r�

Ẽ
i

�⇤
@

@s

◆

�

�h�

✓

�⇤
@

@t
, r�

r̂
E

i

E
i

�⇤
@

@s

◆�

� ↵s,t =



82 Sorin Dragomir and Marc Soret

(si, pour chaque s, t 2 (�✏, ✏), on considère Ys,t 2 X(M) défini par

g(Ys,t , X) = h�

✓

�⇤
@

@t
, r�

X̃
�⇤

@

@s

◆

� ↵s,t

pour chaque X 2 X(M))

=
X

i

{Ei (g(Ys,t , Ei))� g (Ys,t , rE
i

Ei)}�

�
X

i

⇢

h�

✓

r�
Ẽ

i

�⇤
@

@t
, r�

Ẽ
i

�⇤
@

@s

◆�

� ↵s,t =

(par rg = 0)

=
X

i

g (rE
i

Ys,t , Ei)�
X

i

⇢

h�

✓

r�
Ẽ

i

�⇤
@

@t
, r�

Ẽ
i

�⇤
@

@s

◆�

� ↵s,t

(en utilisant la définition de Ys,t)

= div (Ys,t)�
X

i

⇢

h�

✓

r�
Ẽ

i

�⇤
@

@t
, r�

Ẽ
i

�⇤
@

@s

◆�

� ↵s,t

et alors le formules
✓

r�
X̃
�⇤

@

@t

◆

(x,0,0)

=
⇣

r�XV
⌘

x
,

✓

r�
X̃
�⇤

@

@s

◆

(x,0,0)

=
⇣

r�XW
⌘

x
, x 2 M ,

conduisent à
@

@s



h�

✓

�⇤
@

@t
, traceg (��)

◆�

s=t=0

= div (X0,0)�

�
X

i

⇢

h�
⇣

r�E
i

V , r�E
i

W
⌘

� h�
✓

V ,
⇣

Rr
h

⌘�

(W,�⇤Ei)�⇤Ei

◆�

et alors (en intégrant le long de M , par le lemme de Green)

(32)
@2

@s @t
{E(�s,t)}s=t=0 =

=
Z

M

⇢

⌦

D�V , D�W
↵� h�

✓

V , traceg

⇣

Rr
h

⌘�

(W,�⇤·)�⇤·
◆�

d vg .

L’identité (32) est la formule de la seconde variation de E par rapport à la variation
à deux paramètres {�s,t}�✏<s,t<✏. On doit encore expliquer la notation utilisé dans
(32). Pour chaque section V 2 C1(��1T (N)) sa dérivée covariante D�V est une
section dans le fibré vectoriel T ⇤(M)⌦ ��1T (N) ! M définie par

(D�V )(X) = r�XV , X 2 X(M) .

Aussi le métriques g et h induisent sur C1(T ⇤(M)⌦��1T (N)) un produit scalaire
donné localement par

h' ,  i =
n
X

i=1

h� ('Ei ,  Ei) , ', 2 C1(T ⇤(M)⌦ ��1T (N)) .

On a besoin des produits scalaires L2

(V,W )L2 =
Z

M

h�(V,W ) d vg , V, W 2 C1(��1T (N)) ,
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(', )L2 =
Z

M

h', i d vg , ', 2 C1(T ⇤(M)⌦ ��1TN) .

Une autre version de (32) est obtenue en introduisant l’opérateur di↵érenciel (le
Laplacien brut) de second ordre localement donné par

�� : C1(��1TN) ! C1(��1TN) ,

��V = �
n
X

i=1

n

r�E
i

r�E
i

V �r�r
E

i

E
i

V
o

, V 2 C1(��1TN) .

Soit maintenant
�

D�
�⇤ : C1(T ⇤(M) ⌦ ��1TN) ! C1(��1TN) l’adjoint formel

de D� : C1(��1TN) ! C1(T ⇤(M)⌦ ��1TN) i.e.
⇣

�

D�
�⇤
' , V

⌘

L2
=
�

' , D�V
�

L2 ,

' 2 C1(T ⇤(M)⌦ ��1TN) , V 2 C1(��1TN) .

Lemme 7. �� =
�

D�
�⇤ �D�.

Démonstration. On a (par r�h� = 0 et rg = 0)
⇣

�

D�
�⇤
' , V

⌘

L2
=
Z

M

h' , D�V i d vg ,

h' , D�V i =
X

i

h�('Ei , D�
E

i

V ) =

=
X

i

n

Ei

�

h�('Ei , V )
�� h�

⇣

r�E
i

'Ei , V
⌘o

=

(si on définit X',V 2 X(M) par

g(X',V , Y ) = h�('Y , V ) ,

pour chaque Y 2 X(M))

=
X

i

n

Ei (g(X',V , Ei))� h�
⇣

r�E
i

'Ei , V
⌘o

=

=
X

i

n

g (rE
i

X',V , Ei) + g (X',V , rE
i

Ei)� h�
⇣

r�E
i

'Ei , V
⌘o

=

= div (X',V ) +
X

i

n

h� ('rE
i

Ei , V )� h�
⇣

r�E
i

'Ei , V
⌘o

=

= div (X',V )�
X

i

h�
⇣

(r�E
i

')Ei , V
⌘

où la dérivée covariante de ' est donnée par

(r�X')Y = r�X('Y )� 'rXY , X, Y 2 X(M) .

On a obtenu l’identité

(33) h' , r�V i = div (X',V )� h�
�

traceg

�r�'� , V
�

.

En intégrant le long de M (par le lemme de Green)
⇣

�

D�
�⇤
' , V

⌘

L2
= �

Z

M

h�
�

traceg

�r�'� , V
�

d vg =

= � �traceg

�r�'� , V
�

L2
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d’ou

(34)
�

D�
�⇤
' = �traceg

�r�'�

parce que C10 (��1TN) (ici C1(��1TN) parce que M est compacte) est dense dans
L2(��1TN). En particulier pour ' = D�V

�

D�
�⇤
' = �

X

i

{rE
i

('Ei)� 'rE
i

Ei} =

= �
X

i

n

r�E
i

r�E
i

V �r�r
E

i

E
i

V
o

= ��V

et le Lemme 7 est démontré. Q.e.d.

Par les symétries du tenseur de courbure de Riemann-Christo↵el

h�
✓

V , traceg



⇣

Rr
h

⌘�

(W,�⇤·)�⇤·
�◆

=
X

i

h�
✓

V ,
⇣

Rr
h

⌘�

(W,�⇤Ei)�⇤Ei

◆

=

=
X

i

⇣

Krh

⌘�

(V, �⇤Ei , W, �⇤Ei) =
X

i

⇣

Krh

⌘�

(W, �⇤Ei , V, �⇤Ei) =

=
X

i

h�
⇣

(Rr
h

)�(V, �⇤Ei)�⇤Ei , W
⌘

= h�
⇣

traceg

h

(Rr
h

)�(V, �⇤·)�⇤·
i

, W
⌘

où Krh

(le tenseur de Riemann-Christo↵el) est donné par

Krh

(X,Y, Z, U) = h(Rr
h

(Z, U)Y , X) , X, Y, Z, U 2 X(M) ,

et
⇣

Krh

⌘�

= ��1Krh

est le pullback de Krh

par �. Alors (par (32))

(35)
@2

@s @t
{E(�s,t)}s=t=0 =

Z

M

h�(J�V , W ) d vg

où on a posé

(36) J�V = ��V � traceg

h

(Rr
h

)�(V, �⇤ ·)�⇤ ·
i

, V 2 C1(��1TN) .

L’application J� : C1(��1TN) ! C1(��1TN) est dite l’opérateur de Jacobi. On
pose d’habitude

R�V = traceg

h

(Rr
h

)�(V, �⇤ ·)�⇤ ·
i

et alors l’opérateur de Jacobi s’écrit

(37) J� = �� �R� .

R� est un opérateur di↵erentiel d’ordre zero i.e. une application C1(M)-lineaire

R� : C1(��1TN) ! C1(��1TN) .

En particulier R�(fV ) = f R�(V ) et alors R� induit un endomorphisme du fibré
vectoriel ��1T (N) ! M , indiqué par le même symbole

R�,x : T�(x)(N) ! T�(x)(N) , x 2 M ,

R�,x(v) =
n
X

i=1

Rr
h

�(x) (v, (dx�)ei) (dx�)ei ,

8 v 2 T�(x)(N) =
�

��1TN
�

x
,
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où ei = Ei,x et {Ei : 1  i  n} est un repère ortonormé du (T (M), g), défini sur
un voisinage ouvert U ⇢ M de point x. On peut vérifier sans di�culté (encore par
le propriétés de symétrie du tenseur de Riemann-Christo↵el) que

(38) h� (R�V , W ) = h� (V , R�W ) , V, W 2 C1(��1TN) .

La formule de la variation seconde (35) nous permet d’introduire des notions très im-
portantes, comme l’indice et la nullité d’une application harmonique �2C1(M,N).
Nous allons donner quelques définitions. Le Hessien de l’application énergie E :
C1(M, N) ! R est défini par

H(E)�(V,W ) =
Z

M

h� (J�V , W ) d vg ,

V,W 2 C1(��1TN) .

Soit har(M,N) = {� 2 C1(M,N) : ⌧(�) = 0} l’ensemble des applications har-
moniques. Pour une application harmonique quelconque � 2 har(M,N) l’ indice
de � est la borne supérieure de l’ensemble

�

dimR(F ) : F ⇢ C1(��1TN) sous-espace,

H(E)� est défini negatif sur F} .

L’indice de � est noté par ind(�). La nullité de � est la dimension de l’espace
�

V 2 C1(��1TN) : H(E)�(V,W ) = 0, 8W 2 C1(��1TN)
 

.

La nullité de � est noté par null(�). Une application harmonique est faiblement sta-
ble si ind(�) = 0 i.e. H(E)�(V, V ) � 0 pour chaque V 2 C1(��1TN). Autrement
� est instable.

L’opérateur de Jacobi J� : C1(��1TN) ! C1(��1TN) est un opérateur ellip-
tique auto-adjoint agissant sur les sections de fibré vectoriel ��1TN ! M (dont
la base M est compacte) et alors (par la théorie de Hodge-de Rham-Kodaira) le
spectre Spec(J�) de J� est un ensemble discret qui se compose d’un nombre infini
de valeurs propres, chaque ayant une multiplicité finie. De plus Spec(J�) n’a pas
de point d’accumulation. Un nombre réel � 2 R est un valeur propre de J� s’il
existe V 2 C1(��1TN), V 6= 0, tel que J�V = �V . Pour chaque � 2 Spec(J�) on
pose aussi Eigen(J� , �) = {V 2 C1(��1TN) \ {0} : J�V = �V }. La multiplicité
de � 2 Spec(J�) est la dimension dimR Eigen(J� , �). On sait aussi que

ind(�) =
X

�<0

dimR Eigen(J� , �) ,

null(�) = dimR Eigen(J� , 0) = dimR Ker(J�) .

On écrit le spectre de J� comme une suite

�1(�)  �2(�)  · · ·  �⌫(�)  · · · " +1
où chaque valeur propre est écrit tant de fois combien sa multiplicité. Aussi on sait
(par la théorie générale des valeurs propres d’un opérateur elliptique auto-adjoint)
que � 2 har(M, N) est faiblement stable si et seulement si �⌫(�) � 0 pour chaque
⌫ � 1.

Proposition 1. Si N est une variété Riemannienne à courbure sectionelle non
positive alors chaque application harmonique � 2 har(M, N) est faiblement stable.
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Démonstration. On rappelle d’abord que la courbure sectionelle de (N, h) est

k(�) =
Krh

y (v, w, v, w)
kvk kwk � hy(v, w)

, � ⇢ Ty(N) , dimR � = 2 , y 2 N ,

où {v, w} ⇢ � est une base arbitraire. Soit V 2 C1(��1TN) et x 2 M . Alors

h� (R�V , V )x =
X

i

h�(x)

⇣

Rr
h

�(x) (Vx , (dx�)Ei,x) (dx�)Ei,x , Vx

⌘

=

=
X

i

Krh

�(x) (Vx, (dx�)Ei,x, Vx, (dx�)Ei,x) .

Soit A ⇢ {1, · · · , n} l’ensemble des indices i 2 {1, · · · , n} tels que les vecteurs
{Vx , (dx�)Ei} sont linéarement indépendents . Pour chaque i 2 A soit �i ⇢
T�(x)(N) le 2-plan engendré par {Vx, (dx�)Ei,x} (autrement, i.e. si i 2 {1, · · · , n} \
A, alors h� (R�V , V )x = 0) . Il suit que

h� (R�V , V )x =
X

i2A

�kVxk k(dx�)Ei,xk � h�(x)(Vx , (dx�)Ei,x)
�

k(�i)  0

et enfin
H(E)�(V, V ) =

Z

M

h�(J�V, V ) d vg =

=
Z

M

�kD�V k2 � h�(R�V, V )
 

d vg � 0

pour chaque V 2 C1(��1TN). Q.e.d.

Malgré le fait que har(M, N) n’est pas une variété, nous introduisons une notion
d’espace tangent en un point � 2 har(M, N) de la manière suivante. Pour chaque
� 2 har(M,N) soit T� (har(M, N)) l’ensemble des sections V 2 C1(��1TN) telles
que

Vx = (d(x,0)�)(@/@s)(x,0) , x 2 M ,

pour quelque variation à 1-paramètre

� : M ⇥ (�✏, ✏) ! N , �(x, s) = �s(x) , x 2 M , |s| < ✏ ,

telle que �0 = � et chaque �s : M ! N soit une application harmonique.

Proposition 2. Pour chaque application harmonique � 2 har(M,N) on a

(39) T� (har(M,N)) ⇢ Ker(J�) .

En particulier

(40) dimR [T�(har(M,N))]  null(�) .

Démonstration. Soit {�s}|s|<✏ ⇢ har(M, N) une variation à 1-paramètre telle
que �0 = �. Puis soi {�s,t}|t|<✏ ⇢ C1(M,N) une variation à 1-paramètre de �s

i.e. �s,0 = �s. On pose comme d’habitude

 : M ⇥ (�✏, ✏)⇥ (�✏, ✏) ! N ,  (x, s, t) = �s,t(x) , �✏ < s, t < ✏ ,

Vx = (d(x,0,0) )
✓

@

@t

◆

(x,0,0)

, Wx = (d(x,0,0) )
✓

@

@s

◆

(x,0,0)

, x 2 M .

Chaque �s est une application harmonique et donc
@

@t
{E(�s,t)}t=0 = 0 .



Applications et morphismes harmoniques 87

Il s’ensuit que

0 =
@2

@s @t
{E(�s,t)}s=t=0 =

Z

M

h� (J�V , W ) d vg

et alors, comme W 2 C1(��1TN) est arbitraire, il résulte que J�V = 0. Q.e.d.

Nous discutons maintenant quelques exemples délibérément simples.

Exemple 1. (L’application constante ) Soit � : M ! N l’application constante
�(x) = y0 pour chaque x 2 M . Alors

�

��1TN
�

x
= T�(x)(N) = Ty0(N) , x 2 M ,

donc une section V 2 C1(��1TN) satisfait

V (x) 2 ���1TN
�

x
= Ty0(N) , x 2 M .

Soit {v↵ : 1  ↵  m} ⇢ Ty0(N) une base de Ty0(N). On définie des sections

V↵ : M ! ��1T (N) , V↵(x) = v↵ , x 2 M , 1  ↵  m .

Chaque élément de Ty0(N) peut être écrit comme une combination linéaire des
vecteurs {v↵ : 1  ↵  m} alors pour chaque V 2 C1(��1TN) et chaque x 2 M

V (x) = f↵(x) v↵ = f↵(x) V↵(x)

pour quelques scalaires f↵(x) 2 R. Par la di↵érentiabilité de V il résulte que
f↵ 2 C1(M) et donc

C1(��1TN) = {f↵V↵ : f↵ 2 C1(M)} .

Maintenant nous allons calculer l’opérateur de Jacobi. Pour un répere local or-
thonormé quelconque {Ei : 1  i  n} du (T (M), g)

J�V↵ = ��V↵ �R�V↵ ,

R�V↵ = traceg

⇢

⇣

Rr
h

⌘�

(V↵ , · ) ·
�

=
X

i

⇣

Rr
h

⌘�

(V↵ , �⇤Ei)�⇤Ei = 0

parce que dx� = 0 (pour n’importe quelle application constante �). Soit (⌦, y↵) un
système des coordonnées locales autour de y0 de sorte qu’on ait

v↵ = a�↵

✓

@

@y�

◆

y0

, a�↵ 2 R .

Si s↵ = (@/@y↵)� alors s↵(x) = (@/@y↵)�(x) = (@/@y↵)y0 et donc

V↵(x) = v↵ = a�↵s↵(x)

et puis

r�XV↵ = f i

⇢

@a�↵
@xi

+ a�↵
@��

@xi

�

���� � �
�

�

s� = 0

où X = f i(@/@xi). On peut donc calculer le Laplacien brut

��V↵ = �
n
X

i=1

n

r�E
i

r�E
i

V↵ �r�r
E

i

E
i

V↵
o

= 0 ,

��(fV ) = �
n
X

i=1

n

r�E
i

r�E
i

(fV )�r�r
E

i

E
i

(fV )
o

=
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= �
n
X

i=1

n

r�E
i

h

Ei(f)V + fr�E
i

V
i

� (rE
i

Ei)(f)V � fr�r
E

i

E
i

V
o

=

= �
n
X

i=1

n

E2
i (f) V + 2 Ei(f)r�E

i

V + fr�E
i

r�E
i

V � (rE
i

Ei)(f)V � fr�r
E

i

E
i

V
o

ou

(41) ��(fV ) = f ��V + (�f)V � 2r�rfV

où on a utilisé les identités

�f = �
n
X

i=1

{Ei(Ei(f))� (rE
i

Ei)(f)} , rf =
n
X

i=1

Ei(f) Ei .

Donc (par (41))

��V = ��(f↵V↵) = f↵��V↵ + (�f↵) V↵ � 2r�rf↵

V↵ = (�f↵) V↵

et enfin

(42) J�V = (�f↵) V↵ , V = f↵V↵ 2 C1(��1TN) .

Si � 2 Spec(J�) est un valeur propre du J� i.e. J�V = �V pour quelque V =
f↵V↵ 2 C1(��1TN) \ {0} alors (par (42))

�f↵V↵ = J�(f↵V↵) = (�f↵)V↵

et donc �f↵ = �f↵ i.e. � 2 Spec(�). On a démontré la proposition suivante

Proposition 3. Soit � : M ! N une application constante i.e. �(x) = y0 pour
quelque y0 2 N . Alors le valeurs propre de l’opérateur de Jacobi J� sont les valeurs
propre du Laplacien � de (M, g), chaque compté m = dim(N) fois. De plus, le
spectre du J� ne dépend pas du y0.

On sait que le spectre du Laplacien est

Spec(�) : �0(g) = 0 < �1(g)  �2(g)  · · ·  �⌫(g)  · · · " +1
où le valeur propre �0(g) = 0 est obtenue pour les fonctions constantes (non nulles)
sur M , comme fonctions propres. Alors (par la Proposition 3 et les calcules que la
précéde) on a

ind(�) = 0 , null(�) = dim(N) ,

pour chaque application constante � : M ! N .
⇤

Exemple 2. (L’application identique ) Soit (M, g) une variété Riemannienne et
soit � = 1M : M ! M l’application identique i.e. �(x) = x pour chaque x 2 M .
La théorie de la seconde variation est, dans ce cas, très compliqué. En e↵et N = M
et C1(��1TN) = X(M) et alors l’opérateur de Jacobi J1

M

: X(M) ! X(M) est
donné par

(43) J1
M

= �� ⇢

où � est le Laplacien brut agissant sur les champs de vecteurs tangents à M i.e.
localement

�X = �
n
X

i=1

�rE
i

rE
i

X �rr
E

i

E
i

X
 

, X 2 X(M) ,
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et ⇢ est l’opérateur de Ricci i.e. localement

⇢(X) =
n
X

i=1

Rr(X, Ei)Ei , X 2 X(M) .

L’opérateur de Jacobi J1
M

est en relation avec le Laplacien �1 : ⌦1(M) ! ⌦1(M)
agissant sue les formes di↵érentielles de degree 1. D’autre part il y a un isomor-
phisme canonique X(M) ⇡ ⌦1(M) des C1(M)-modules donné par

X 2 X(M) 7�! X[ = ! 2 ⌦1(M) , !(Y ) = g(X, Y ) , Y 2 X(M) .

On peut donc introduire l’opérateur di↵érentiel

�H : X(M) ! X(M) , �HX = �1X
[ , X 2 X(M) .

Lemme 8 (La formule de Weitzenböck).

(44) �H = �+ ⇢ .

On obtient

(45) J1
M

= �H � 2⇢ .

Une conséquence importante de la formule (45) est

Théorème 2 (R.T. Smith, [33]). Soit (M, g) une variété de Einstein (i.e. Ricr =
c g pour quelque c 2 R) de dimension n � 3, compacte. Alors i ) l’application
identique 1M : M ! M est faiblement stable si et seulement si la première valeur
propre non nulle �1(g) du Laplacien � : C1(M) ! C1(M) satisfait l’inégalité
�1(g) � 2c, et ii ) la nullité de l’application identique est

null(1M ) = dim Iso(M, g) + dimR{f 2 C1(M) : �f = 2cf}
où Iso(M, g) est le groupe d’isométries de (M, g).

Le Théorème 2 rappelle un résultat classique de A. Lichnerowicz (cf. Théorème
D.I dans [2], p. 179):

Théorème 3. Soit M une variété Riemannienne compacte n-dimensionelle. S’il
existe un nombre k strictement positif tel que Ricr(X, X) � k g(X, X) pour chaque
X 2 X(M) alors on a aussi �1(g) � kn/(n� 1).

L’hypotése du Théorème 3 n’est pas satisfaite, en general, par une variété d’Ein-
stein (Ricr = c g) parce que la courbure scalaire R = cn peut être non positive.
D’autre part, si R > 0 alors (dans les hypothéses du Théorème 2) on peut appliquer
le Théorème 3 pour en déduir que �1(g) � cn/(n� 1) mais l’inégatité obtenue est
trop faible. En e↵et on a toujours 2c > cn/(n� 1) parce que n � 3 (et on peut pas
dire aucune chose sur la stabilité de 1M ).

Pour démontrer le Théorème 2 on a besoin d’abord du

Lemme 9. Le Hessian de E pour l’application identique � = 1M est donné par les
formules

(46) H(E)1
M

(X,X) =
Z

M

�krXk2 � Ricr(X, X)
 

d vg ,

(47) H(E)1
M

(X,X) =
Z

M

{g (�HX,X)� 2 Ricr(X,X)} d vg ,
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(48) H(E)1
M

(X,X) =
Z

M

⇢

1
2
kLXgk2 � (div X)2

�

d vg ,

pour chaque X 2 X(M) = C1(1�1
M TM). En particulier, comme conséquence de

(46), si Ricr est semi-défini négatif alors 1M est faiblement stable.

Démonstration. On part de

H(E)�(V,W ) =
Z

M

h�(J�V,W ) d vg , V, W 2 C1(��1TN) ,

N = M , � = 1M , h = g , h1
M = g , C1(��1TN) = X(M) .

On a J1
M

= �� ⇢ et on peut accepter l’identité

(49) � = r⇤r
où r⇤ : C1(T ⇤(M) ⌦ T (M)) ! X(M) est l’adjoint formel de r : X(M) !
C1(T ⇤(M)⌦ T (M))

(r⇤' , X)L2 = (' , rX)L2 ,

' 2 C1(T ⇤(M)⌦ T (M)) , X 2 X(M) .

Naturellement, on peut démontrer (49) d’une manière directe où on peut le déduire
de �� =

�r��⇤r� pour � = 1M . De plus Ricr(X, Y ) = g(⇢X, Y ) et donc

H(E)1
M

(X,X) =
Z

M

g(�X � ⇢X , X) d vg =

=
�

�X,X
�

L2 �
Z

M

Ricr(X,X) d vg =

= (rX , rX)L2 �
Z

M

Ricr(X,X) d vg

et la formule (46) est démontré. Puis J1
M

= �H�2⇢ implique, de la même manière,
la formule (47). La démonstration de la formule (48) est un peu plus compliquée.
On part de J1

M

= 2���H et alors

H(E)1
M

(X,X) =
Z

M

�

2 g(�X, X)� g(�HX, X)
 

d vg =

= 2
Z

M

krXk2 d vg �
Z

M

g(�HX, X) d vg

et

krXk2 =
n
X

i=1

g(rE
i

X , rE
i

X) .

On pose ! = X[ (et donc !] = X). Alors

g(rE
i

X , Ej) = (rE
i

!)Ej ,

rE
i

X =
n
X

j=1

[(rE
i

!)Ej ] Ej ,

krXk2 =
X

i

g

0

@

X

j

[(rE
i

!)Ej ] Ej ,
X

k

[(rE
i

!)Ek] Ek

1

A =
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=
X

i,j

[(rE
i

!)Ej ]
2 = kr!k2

parce que, pour chaque forme bilinéaire B sa norme est donnée localement par

kBk2 =
n
X

i,j=1

B(Ei , Ej)2 .

Maintenant on veut utiliser les identités (où comme d’abord ! = X[)

(50) krXk = kr!k ,

(51) kr!k2 =
1
2
kd!k2 +

1
4
kLXgk2 ,

(52) kd⇤!k2 = (div X)2 .

Ici LXg est la derivée de Lie de g. On a

g(�HX,X) = g
�

(�1!)] , X
�

= (�1!) (X) =
X

i

g(X,Ei) (�1!) Ei =

=
X

i

!(Ei) (�1!)Ei = g(�1! , !) =
Z

M

g(d⇤d! + dd⇤! , !) ,

Z

M

g(�HX,X) d vg =
Z

M

�kd!k2 + kd⇤!k2 d vg

ou

(53)
Z

M

g(�HX,X) d vg =
Z

M

�kd!k2 + (div X)2
 

d vg

et (en appliquant (50)–(52)) on obtient la formule (48). Q.e.d.

Maintenant nous allons démontrer le Théorème 2. L’instrument crucial est la
décomposition de Hodge-de Rham

(54) ⌦1(M) = {! 2 ⌦1(M) : d⇤! = 0}� {df : f 2 C1(M)}
orthogonale par rapport au produit scalaire L2 sur les formes de degré 1. La formule
(54) implique immédiatement

(55) X(M) = {X 2 X(M) : div(X) = 0}� {rf : f 2 C1(M)} .

La décomposition (55) est invariante par �H . En e↵et si X 2 X(M) est un champ
de vecteurs tangents à M avec div(X) = 0 et ! = X[ alors d⇤! = �div(X) = 0.
D’autre part

g (�HX , · ) = g
⇣

(�1!)] , ·
⌘

= �1!

(i.e. (�HX)[ = �1!) implique

div (�HX) = �d⇤�1! = �d⇤ (d d⇤ + d⇤d)! = 0

parce que d⇤ � d⇤ = 0 et d⇤! = 0. Donc �H préserve le premier terme de la
décomposition (55). Si maintenant X = rf alors ! = df et

g(�H(rf) , · ) = g((�1(df))] , · ) = �1(df) = d d⇤ df = d(�f)
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i.e. (�Hrf)[ = d�f où �Hrf = r(�f), ce qui veut dire que �H préserve aussi
le second terme de la décomposition (55). Par hypothése la variété est d’Einstein
et alors

J1
M

= �H � 2⇢ = �H � 2cI

où I est la trasformation identique de T (M). Donc la décomposition (55) est aussi
invariante par l’operatéur de Jacobi. En particulier

(56) J1
M

rf = �Hrf � 2crf = r (�f � 2cf)

Soit Y 2 X(M) décomposé (par rapport à (55)) en Y = X + rf où div(X) = 0.
Alors

H(E)1
M

(Y, Y ) =
Z

M

g(J1
M

Y, Y ) d vg =

=
Z

M

{g(J1
M

X,X) + g(J1
M

X,rf) + g(J1
M

rf, X) + g(J1
M

rf,rf)} d vg .

On a J1
M

X 2 Ker(div) et J1
M

rf 2 rC1(M) et donc

(J1
M

X, ,rf)L2 = 0 , (J1
M

rf, X)L2 = 0 .

Il résulte que (par la formule (48))

H(E)1
M

(Y, Y ) = H(E)1
M

(X,X) + H(E)1
M

(rf,rf) =

=
1
2

Z

M

kLXgk2 d vg + H(E)1
M

(rf,rf) .

Le premier terme est non negatif. Pour étudier le second terme on écrit

f 2 C1(M) =
1
M

⌫=0

Eigen(�,�⌫(g))

en terme de fonctions propres du Laplacien

f =
1
X

⌫=0

f⌫ , �f0 = 0 , �f⌫ = �⌫(g) f⌫ , ⌫ � 1 ,

et alors (par (56))

J1
M

rf = r(�f � 2cf) =
1
X

⌫=0

r (�f⌫ � 2cf⌫) =
1
X

⌫=0

(�⌫ � 2c) rf⌫

et donc les valeurs propres de J1
M

sur l’espace rC1(M) sont {�⌫ � 2c : ⌫ � 1}.
En conséquence H(E)1

M

(Y, Y ) � 0 pour chaque Y 2 X(M) si et seulement si
�1(g) � 2c.

⇤
Exercise 4. i ) (Existence de coordonnées locales isothermes, cf. S-S. Chern, [7], S-S.
Chern & P. Hartman & A. Winter, [8] ) Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension
2. Montrer que pour chaque point p 2 M il y a un système de coordonnées locales (U, x, y)
tel que p 2 U et la métrique s’ecrit localement

g = 2F (dx⌦ dx + dy ⌦ dy)

pour quelque F 2 C1(U) avec F (q) > 0 pour chaque q 2 U .

ii ) (Le Laplacien en coordonnées isothermes , cf. [10], p. 54 ) Soit (M, g) une variété
Riemanniene de dimension 2 et z = x + iy la coordonnée locale complexe associée au
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système des coordonnées isothermes (U, x, y) sur M . Montrer que l’operateur de Laplace-
Beltrami (sur les fonctions) est donné par

� =
2
F

@

@z

@

@z
.

iii ) ( Immersions isométriques minimales dans l’espace Euclidien, cf. [10], p. 55 ) Soit
 : M ! Rn une immersion isométrique d’une variété Riemannienne 2-dimensionelle dans
Rn. Montrer que  est minimale si et seulement si

@2 
@z @z

= 0 .

En particulier, observer que la minimalité de M ne dépand pas de la métrique de M mais
seulement de sa structure comme variété complexe.

iv ) ( Immersions conformes, cf. [10], p. 57 ) Soit M une surface de Riemann (i.e. une
variété complexe de dimension complexe 1) et  : M ! Rn une application di↵erentiable.
On dit que  est conforme si pour chaque coordonnée locale complexe z = x + iy sur M
on a

�

�

�

�

(d )
@

@x

�

�

�

�

=

�

�

�

�

(d )
@

@y

�

�

�

�

, g0

✓

(d )
@

@x
, (d )

@

@y

◆

= 0 .

Ici g0 est la métrique Riemannienne canonique sur Rn (la métrique Euclidienne). Inspiré
par les exercices précedents, on peut donner la définition suivante. Une immersion  :
M ! Rn est une surface minimale dans Rn si  est conforme et @2 /@z @z = 0.

Soit  : M ! Rn une immersion conforme et soit g =  ⇤g0 la métrique induite sur
M . Montrer que  est une immersion isométrique de (M, g) dans (Rn, g0) et la métrique
induite s’écrit localement comme g = 2F{dx⌦ dx + dy ⌦ dy} avec F > 0.

v ) (La représentation de Weierstrass des surfaces minimales dans R3, cf. [10], p.
57–71)

a ) Soit D ⇢ C un ensemble ouvert dans le plan complexe et soit z = x+iy la coordonnée
complexe naturelle sur C. Il est clair que D est une surface de Riemann. Soit  : D ! Rn

une surface minimale. On définit l’application � : D ! Cn en posant

�(z) =
@ 
@z

(z) =
1
2

✓

@ 
@x

(z)� i
@ 
@y

(z)

◆

, z 2 D .

1) Montrer que l’application � : D ! Cn est holomorphe.

2 ) Si � = (�1, · · · ,�n) alors montrer que
P

n

j=1

�

�j

�2
= 0.

3) Montrer que
P

n

j=1

�

��j

�

�

2
= F 6= 0.

b) Viceversa, si D ⇢ C est un ouvert connexe et simplement connexe et � : D ! Cn

est une application holomorphe telle que
P

n

j=1

�

�j

�2
= 0 et

P

n

j=1

�

��j

�

�

2 6= 0 alors montrer
que l’application  : D ! Rn définie par

 j(z) = Re

⇢

Z

z

o

�j(⇣) d⇣

�

+ cj , 1  j  n ,

est une surface minimale. Ici o 2 D est un point quelconque fixé et cj 2 R, 1  j  n, sont
des constantes. L’exercise montre que pour trouver des exemples des surfaces minimales
dans Rn on doit déterminer des applications � : D ! Cn sujets aux conditions (1)–(3) de
l’exercise précédent.

c ) Soit D ⇢ C un domaine et soit f, g : D ! C deux fonctions telles que f est
holomorphe sur D tandis que g est méromorphe sur D. On suppose aussi que pour
chaque pole z 2 D de g d’ordre m, le point z est un zero de f d’ordre au moins 2m.
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1) Montrer que si on pose

(57) �1 =
1
2

f(1� g2) , �2 =
i

2
f(1 + g2) , �3 = fg ,

alors l’application � = (�1,�2,�3) : D ! C3 est holomorphe et
P3

j=1(�
j)2 = 0. De

plus, montrer que toutes les applications holomorphes � : D ! C3 avec la proprieté
P3

j=1(�
j)2 = 0 peuvent etre représentées sous la forme (57), avec la seule exception du

cas �3 = 0.
2) Montrer que l’application � : D ! C3 satisfait

P3
j=1 |�

j |2 6= 0 quand les zéros de f
coincident avec les poles de g et l’ordre de chaque zéro z 2 D de f est précisement deux
fois l’ordre de z comme pole de g.

3 ) Montrer que toutes les applications holomorphes � : D ! C3 avec �3 = 0 et
P2

j=1(�
j)2 = 0 sont données par

�2 = i�1 , �3 = 0 , �1 2 O(D) ,

i.e. �1 : D ! C est une fonction holomorphe arbitraire. De plus, montrer que
P2

j=1 |�
j |2 6=

0 if and only if �1(z) 6= 0 for any z 2 D.

d ) (Le théorème de représentation de Weierstass, cf. [10], p. 65 ) Soit D ⇢ C un
domaine tel que ⇡1(D) = 0 e soit o 2 D un point fixé. Montrer que chaque surface
minimale  : D ! R3 peut être représentée sous la forme

 j(z) = Re

⇢

Z

z

o

�j(⇣) d⇣

�

+ cj , 1  j  3 ,

où cj 2 R sont des constantes. De plus, montrer que le fonctions �j sont données par

� =

✓

1
2

f(1� g2),
i

2
f(1 + g2), fg

◆

,

avec f holomorphe sur D et g méromorphe sur D telles que les zeros de f et les poles de
g coincident, et l’ordre du chaque zero z 2 D de f est deux fois l’ordre de z comme pole
de g, ou si �3 = 0 alors �2 = i�1 où �1 : D ! C est une fonction holomorphe arbitraire.

e ) (L’application de Gauss d’une surface minimale, cf. [10], p. 71–83) Les exercises
suivants donnent la nature des fonctions f et g dans la représentation de Weierstrass d’une
surface minimale. Soit  : M ! Rn une immersion minimale conforme d’une surface de
Riemann M dans Rn et soit z une coordonnée locale complexe sur M . La métrique induite
g =  ⇤g0 s’ecrit localement g = 2F dz ⌦ dz avec F > 0. Posons nous � = @ /@z. Si M
est un domaine D ⇢ C alors � : D ! Cn est bien défini et conduit à la représentation de
Weierstrass. Quand M est une surface de Riemann arbitraire alors � est défini seulement
sur le domaine U de la carte locale utilisé. Si (V, w) est un’autre coordonée locale complexe
sur M telle que U \ V 6= ; et on pose �0 = @ /@w, alors �0 = (@z/@w)� où z = z(w)
est holomorphe. Ça veut dire que � est bien défini au moins d’un facteur multiplicatif
complexe et donc il détermine une application

� : M ! CP n�1 , �(z) = [�(z)] ,

si z 2 U ⇢ M . On appelle � l’ application de Gauss. Ici [⇣] est le point de l’espace
projectif complexe de coodonnée homogéne ⇣ 2 Cn \ {0}.

1 ) Soit M une surface de Riemann et  : M ! Rn une immersion conforme. Soit
� : M ! CP n�1 l’application de Gauss associée a  i.e. pour chaque point p 2 M on
considère une carte locale complexe (U, z) sur M telle que p 2 U et on pose

�(p) =



@ 
@z

(p)

�

.

Montrer que  est minimale si et seulement si � est holomorphe.
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2) Avec les conventions de l’exercise précédent, montrer que

�(M) ⇢ Q
n�2 = {[w1, · · · , w

n

] 2 CP n�1 :
n

X

j=1

w2
j

= 0}

i.e. l’image de l’application de Gauss d’une immersion conforme est contenue dans la
quadrique complexe Q

n�2 ⇢ CP n�1.

7. Morphismes harmoniques

7.1. Régularité des morphismes harmoniques. Soit (M, g) et (N,h) deux
variétés Riemanniennes, des dimensions n et m. Une application continue � :
M ! N est un morphisme harmonique si pour chaque fonction harmonique locale
v : ⌦ ⇢ N ! R sur (N,h) on a �(v � �) = 0 sur U = ��1(⌦) ⇢ M en sens faible
i.e.

Z

U

(v � �) (�') d vg = 0 , ,8' 2 C10 (U) .

Proposition 4. Chaque morphisme harmonique est C1 di↵érentiable.

Démonstration. Il su�t de démontrer que pour chaque point x0 2 M il y a
une carte locale (⌦, y↵) de N , de manière que y0 = �(x0) 2 ⌦ et �↵ = y↵ � � 2
C1(U). Sur la variété Riemannienne (N,h), autour de point y0, on peu sans
doute considérer une carte locale (⌦, y↵) harmonique i.e. telle que les fonctions
coordonnées sont des harmoniques locales du Laplacien �h de (N, h) (�hy↵ = 0
sur ⌦ pour chaque 1  ↵  m). Alors ��↵ = 0 au sens faible. Mais le Laplacien
d’une variété Riemanniene est un operateur hypoelliptique2 et alors �↵ 2 C1 pour
chaque 1  ↵  m. Q.e.d.

7.2. Fonctions harmoniques locales avec gradient et hessien prescrits
en un point. Pour l’étude des morphismes harmoniques résultat suivant (connu
comme le lemme de Ishihara) est nécessaire.

Lemme 10. Soit (N,h) une variété Riemannienne de dimension m et y0 2 N .
Soit

C , C↵ , C↵� 2 R , C↵� = C�↵ ,
m
X

↵=1

C↵↵ = 0 ,

des constantes reels donné. Pour chaque système des coordonnées locales normales
(⌦, y↵) autour de y0 il existe une fonction harmonique v : ⌦! R telle que

v(y0) = C , v↵(y0) = C↵ , (r↵v�)(y0) = 0 ,

où
v↵ = v|↵ =

@v

@y↵
, r↵v� = v�|↵ � �µ

↵�vµ .

Par manque de clarté de la version originale de T. Ishihara, la preuve du Lemme
10 était considéré comme faux par la communauté mathématique. Une nouvelle
preuve (reposant sur une version en dimension infinie du théorème des fonctions
implicites) fut donnée par B. Fuglede (cf. e.g. [1]). En fait, le Théorème 4 est cité
dans [23] pour des systèmes elliptiques d’ordre m � 2 (sans doute influencé par les
travaux de L-M. Bers, [3]) et la preuve est remplie d’erreurs typographiques, de

2Ça veut dire que �u = 0 en sens faible implique que u 2 C

1 (i.e. la distribution u est du
type fonction u(') =

R

M

f ' dvol(g), ' 2 C

1
0 , pour quelque fonction f 2 C

1).
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lignes manquantes, etc. Ceci mis à part, la preuve se révéla non seulement correcte
mais , de plus, d’ après l’opinion des auteurs de ces notes, applicable au cadre
de la théorie des équations sous-elliptiques (qui est à la fois un sujet à la mode,
proche de la théorie des EDP elliptiques [4], et un outil en analyse adéquat pour les
applications en géométrie CR [13]). Par souci didactique, nous donnons une preuve
détaillée du Théorème 4 (qui implique le Lemme 10) mis à part le Lemme 11 dont
la preuve est longue et technique.

Soit �(x) une fonction de classe C2 definié pour {x 2 Rn : |x| < R}. Pour
0 < ↵ < 1 on pose aussi

HR
↵ (�) = sup

|x|<R, |y|>R

|�(x)� �(y)|
|x� y|↵ ,

k�kR
0 = kD0�kR

0 = sup
|x|<R

|�(x)| ,

kD�kR
0 = kD1�kR

0 = nmax
i=1

sup
|x|<R

�

�

�

�

@�

@xi
(x)
�

�

�

�

,

kD2�kR
0 = nmax

i,j=1
sup

|x|<R

�

�

�

�

@2�

@xi @xj
(x)
�

�

�

�

,

k�kR
↵ = k�kR

0 +
R↵

↵
HR
↵ (�) ,

k�kR
↵+2 =

2
X

⌫=0

R⌫

⌫!
kD⌫�kR

0 +
R↵+2

2(↵+ 2)
nmax

i,j=1
HR
↵

✓

@2�

@xi @xj

◆

.

Soit B(R)
↵ (respectivement B(R)

↵+2) l’épace du Banach des fonctions � avec k�kR
↵ < 1

(respectivement avec k�kR
↵+2 < 1). Le Lemme 10 résulte du

Théorème 4 (T. Ishihara, [23]). Soit L l’opérateur di↵érentiel doné par

L�(x) ⌘
n
X

i,j=1

aij(x)
@2�

@xi @xj
+

n
X

i=1

ai(x)
@�

@xi
+ a0(x)�

avec aij , ai, a0 2 B(R0)
↵ pour quelques 0 < ↵ < 1 et R0 > 0. Soit les constantes

Cij , Ci, C0 2 R, 1  i, j  n, telles que Cij = Cji et
X

i,j

aij(0)Cij +
X

i

ai(0)Ci + a0(0)C0 = 0 .

Il y a une solution � de L� = 0 dans un voisinage de l’origine tel que

@2�

@xi @xj
(0) = Cij ,

@�

@xi
(0) = Ci , �(0) = C0 ,

pour chaque 1  i, j  n.

Démonstration. Soit '(x) une fonction test telle que 0  '(x)  1 et '(x) = 1
sur |x|  1/4 et �(x) = 0 sur |x| � 1/2. Pour chaque 0 < R  R0 on pose

T : B(R)
↵+2 ! B(R)

↵+2 ,

T�(x) = �
Z

|⇠|<R

J(x� ⇠) '
✓

⇠

R

◆

|L0�(⇠)� L�(⇠)| d⇠ ,
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ou J(x) est la solution fondamentale de

L0�(x) ⌘
X

i,j

aij(0)
@2�

@xi @xj
= 0 .

Soit V l’éspace vectoriel engendré par 1, xi, xi xj (1  i, j  n) sur R. On pose
aussi

V1 = {C0 +
X

i

Cixi +
X

i,j

Cijxi xj 2 V :
X

i,j

aij(0)Cij = 0} ,

V2 = {C0 +
X

i

Cixi +
X

i,j

Cijxixj 2 V :

X

i,j

aij(0)Cij +
X

i

ai(0)Ci + a0(0)C0 = 0} .

Soit

(58) h = C0 +
X

i

Cixi +
X

i,j

Cijxixj 2 V1 .

Alors

L0h(x) =
X

i,j

aij(0)
@2h

@xi @xj
=
X

i,j

aij(0)Cij = 0 .

Pour chaque h 2 B(R)
↵+2 fixé on définit l’application linéaire

⇤ = ⇤h : B(R)
↵+2 ! B(R)

↵+2 , ⇤(�) = h� T� , � 2 B(R)
↵+2 ,

et donc
k⇤�kR

↵+2  kTk k�kR
↵+2

ou

kTk = sup
⇢kT�kR

↵+2

k�kR
↵+2

: � 2 B(R)
↵+2, � 6= 0

�

.

On accepte sans démonstration le résultat suivant

Lemme 11. Si aij , ai, a0 2 B(R)
↵ pour quelques R0 > 0 et 0 < ↵ < 1 alors il y a

une constante C > 0 telle que kTk < CR↵.

Maintenant on peut choisir R > 0 tel que CR↵ < 1 et alors (par le Lemme 11)
kTk < 1 i.e. ⇤ est une contraction. Par le théorème des contractions il y a une
unique solution �h 2 B(R)

↵+2 de l’équation

(59) � = h� T� .

Lemme 12. On a

(60) k�h � hkR
↵+2 

kTk
1� kTk khk

R
↵+2

pour chaque h 2 B(R)
↵+2.
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Démonstration du Lemme 12. Soit h 2 B(R)
↵+2. La succession {⇤⌫}⌫�0 tend vers

le point fixe �h dans B(R)
↵+2 pour ⌫ !1. On pose

 ⌫ = ⇤⌫h =
⌫
X

j=0

(�1)jT jh , ⌫ � 0 ,

et alors k ⌫ � �hkR
↵+2 ! 0 pour ⌫ !1. Les inegalités

k ⌫ � hkR
↵+2 =

�

�

�

�

�

�

⌫
X

j=1

(�1)jT jh

�

�

�

�

�

�

R

↵+2


⌫
X

j=1

kT jhkR
↵+2 


⌫
X

j=1

kTkjkhkR
↵+2 = kTk 1� kTk⌫

1� kTk khkR
↵+2

impliquent
k�h � hkR

↵+2  k�h �  ⌫kR
↵+2 + k ⌫ � hkR

↵+2 

 k�h �  ⌫kR
↵+2 +

kTk(1� kTk⌫)
1� kTk khkR

↵+2

et donc (pour ⌫ !1) on obtient l’inégalité (60). Q.e.d.

On revient maintenant au choix (58) du h. Si on applique L0 au �h = h� T�h

alors (par L0h = 0)

L0�h = �L0T�h = �L0

Z

|⇠|<R

J(x� ⇠)'
✓

⇠

R

◆

[L0�h(⇠)� L�h(⇠)] d⇠ .

Mais L0J = � i.e.
R

(L0J)(x) (x)dx =  (0) pour chaque  2 C10 , et donc (après
un changement de variable)

L0T�h(x) = �'
⇣ x

R

⌘

[L0�h(x)� L�h(x)]

et enfin

(61) L�h(x) = 0 , |x| < R

4
.

Nous aurons besoin du

Lemme 13. L’application linéaire F : V1 ! V2 définie par

F (h) = �h(0) +
n
X

i=1

@�h

@xi
(0)xi +

n
X

i,j=1

@2�h

@xi @xj
(0)xixj , h 2 V1 ,

est un isomorphisme.

On utilise maintenant le Lemme 13 pour terminer la démonstration du Théorème
4. Soit C0, Ci, Cij 2 R telles que Cij = Cji et

P

i,j aij(0)Cij +
P

i ai(0)Ci +
a0(0)C0 = 0. Alors g = C0 +

P

i Cixi +
P

i,j Cijxixj appartient au V2. Mais
F : V1 ! V2 est surjectif et donc il y a h 2 V1 tel que F (h) = g. La dernière égalité
s’écrit

@2�h

@xi @xj
(0) = Cij ,

@�h

@xi
(0) = Ci , �h(0) = C0 .
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De plus (par (61)) �h est une solution de L� = 0 dans un voisinage de l’origine, et
le Théorème 4 est démontré.

Démonstration du Lemme 13. Les espaces V1 e V2 ont dimension finie [on a
dimR V1 = dimR V2 = d� 1 avec d = dimR V = 1 + n + n(n + 1)/2] et donc il su�t
de démontrer que F1 : V1 ! V2 soit injectif. Soit h 2 ker(F ) i.e.

(62)
@2�h

@xi @xj
(0) = 0 ,

@�h

@xi
(0) = 0 , �h(0) = 0 .

On a h = C0 +
P

i Cixi +
P

i,j Cijxixj (avec Cij = Cji et
P

i,j aij(0)Cij = 0) et
alors

(63) h(0) = C0 ,
@h

@xi
(0) = Ci ,

@2h

@xi @xj
(0) = 2Cij .

On a besoin du

Lemme 14. L’inégalité

(64) kT�hkR
↵+2 

4kTk
1� kTk

0

@|C0|+ R
n
X

i=1

|Ci|+ R2
n
X

i,j=1

|Cij |
1

A

est vraie pour chaque h = C0 +
Pn

i=1 Cixi +
Pn

i,j=1 Cijxixj 2 V .

On peut utiliser le Lemme 14 pour finir la démonstration du Lemme 13. En
appliquant les équations

�h = h� T�h ,
@�h

@xi
� @T�h

@xi
,

@2�h

@xi @xj
=

@2h

@xi @xj
� @2T�h

@xi @xj
,

au x = 0 on obtient (par (62)–(63))

0 = C0 � (T�h)(0) , 0 = Ci � @T�h

@xi
(0) , 0 = 2Cij � @2T�h

@xi @xj
(0) .

Donc
|C0| = |(T�h)(0)|  sup

|x|<R

|(T�h)(x)| = kT�hkR
0 ,

|Ci| =
�

�

�

�

@T�h

@xi
(0)
�

�

�

�

 sup
|x|<R

�

�

�

�

@T�h

@xi
(x)
�

�

�

�

 kDT�hkR
0 ,

2 |Cij | =
�

�

�

�

@2T�h

@xi @xj
(0)
�

�

�

�

 sup
|x|<R

�

�

�

�

@2T�h

@xi @xj
(x)
�

�

�

�

 kD2T�hkR
0 .

Par conséquent

|C0|+ R
n
X

i=1

|Ci|+ R2
n
X

i,j=1

|Cij | 
2
X

⌫=0

R⌫

⌫!
kD⌫T�hkR

0 
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 kT�hkR
↵+2 

4kTk
1� kTk

0

@|C0|+ R
n
X

i=1

|Ci|+ R2
n
X

i,j=1

|Cij |
1

A

en appliquant le Lemme 14. Enfin on peut choisir R > 0 tel que CR↵ < 1/5. Il
suit3 que C0 = 0, Ci = 0 et Cij = 0. Le Lemme 13 est démontré.

Démonstration du Lemme 14. On pose

f(R) = |C0|+ R
X

i

|Ci|+ R2
X

i,j

|Cij | .

Alors

khkR
0 = sup

|x|<R

|h(x)|  sup
|x|<R

0

@|C0|+
X

i

|Ci| |xi|+
X

i,j

|Cij | |xi| |xj |
1

A 

 sup
|x|<R

0

@|C0|+
X

i

|Ci| |x|+
X

i,j

|Cij | |x|2
1

A

i.e.

(65) khkR
0  f(R) .

De même manière
kDhkR

0 = max
i

sup
|x|<R

�

�

�

�

@h

@xi
(x)
�

�

�

�

,

@h

@xi
= Ci + 2

X

j

Cijxj ,

�

�

�

�

@h

@xi

�

�

�

�

 |Ci|+ 2R
X

j

|Cij | ,

et donc
R

�

�

�

�

@h

@xi

�

�

�

�

 R|Ci|+ 2R2
X

j

|Cij |  2f(r) .

On arrive à la conclusion

(66) RkDhkR
0  2f(R) .

Enfin

kD2hkR
0 = max

i,j
sup

|x|<R

�

�

�

�

@2h

@xi @xj

�

�

�

�

= max
i,j

(2|Cij |)

et donc

(67)
R2

2
kD2hkR

0  f(R) .

Par les (65)–(67)
2
X

⌫=0

R⌫

⌫!
kD⌫hkR

0  4f(R) .

3On a kTk < 1/5 (par le Lemme 11). Si f(R) > 0 alors f(R)  4kTk(1 � kTk)�1f(R) est
equivalent au kTk � 1/5, une contradiction.
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D’autre part

HR
↵

✓

@2h

@xi @xj

◆

= HR
↵ (2Cij) = 0

et donc

(68) khkR
↵+2  4

0

@|C0|+ R
X

i

|Ci|+ R2
X

i,j

|Cij |
1

A .

A ce point le Lemma 14 suit de (60) et (68). Q.e.d.

7.3. Le théorème de Fuglede-Ishihara. Dans cette section on démontre le
résultat (connu comme le théorème de Fuglede-Ishihara) suivant

Théorème 5. Soit (M, g) une variété Riemannienne connexe, de dimension n, et
(N,h) une variété Riemannienne de dimension m. Alors

i ) Chaque morphisme harmonique � : M ! N est une application harmonique
et il y a une fonction continue � : M ! [0,+1) telle que �2 est C1 et

(69) g(r�↵ , r��)x = �(x)2�↵� , 1  ↵,�  m ,

pour chaque point x 2 M et chaque système local de coordonnées normales (⌦, y↵)
sur N centré au point �(x) ( ici �↵ = y↵ � � ).

ii ) Chaque application harmonique que satisfait (69) est un morphisme har-
monique.

iii ) Si m > n alors il n’y a pas de morphisme harmonique � : M ! N non
constant.

iv ) Si m � n et � : M ! N est un morphisme harmonique, alors pour chaque
point x 2 M avec �(x) 6= 0 il existe un voisanage ouvert U ⇢ M de x tel que
� : U ! N soit une submersion.

v) Pour chaque morphisme harmonique � : M ! N et chaque f 2 C2(N)

(70) �(f � �) = �2
�

�hf
� � � .

Lemme 15. Soit � : M ! N une application di↵érentiable et (⌦, yi) un système
de coordonnées locales sur N tel que U = ��1(⌦) 6= ;. Alors

(71) �(v � �) = (v↵ � �)
⇢

��↵ +
�

�↵µ⌫ � �
� @�µ

@xi

@�⌫

@xj
gij

�

+

+gij @�
µ

@xi

@�⌫

@xj
(rµv⌫) � �

pour chaque fonction v : ⌦ ! R de classe C2 et chaque système de coordonnées
locales (xi) sur U .

Maintenant on peut commencer la démonstration du Théorème 5. Soit ↵0 2
{1, · · · , m} un index fixé. Soit aussi x0 2 M un point fixé et choisissons un système
des coordonnées locales normales (⌦, Y ↵) sur N , avec centre y0 = �(x0). Choisis-
sons aussi les constantes

C↵ = �↵↵0 , C↵� = 0 , 1  ↵,�  m .
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Pour le Lemme de Ishihara il y a une fonction harmonique v : ⌦ ⇢ N ! R tel
que v↵(y0) = �↵↵0 et (r↵v�)(y0) = 0. On sait que, par rapport à un système de
coordonnées normales, on a �↵��(y0) = 0 et alors (par (71)) avec �(v � �)x0 = 0)

⇢

��↵0 +
�

�↵µ⌫ � �
� @�µ

@xi

@�⌫

@xj
gij

�

(x0) = 0

et donc � est une application harmonique. Pour démontrer (69) on a besoin du

Lemme 16. Soit � : M ! N un morphisme harmonique, x0 2 M , (U, xi) et
(⌦, y↵) des systèmes des coordonnées locales sur M et N telles que x0 2 U , �(U) ⇢
⌦, et (⌦, y↵) est normale. Posons

X↵� =
@�↵

@xi

@��

@xj
gij , 1  ↵,�  m .

Alors

(72) X↵�(x0) = X11(x0)�↵� .

De plus il y a une fonction continue � : M ! [0,+1) telle que �2
�

�

⌦
= X11.

La fonction � donné par le Lemme 16 est la dilatation du morphisme harmonique
�.

Démonstration du Lemme 16. Soit C↵� 2 R avec C↵� = C�↵ et
Pm
↵=1 C↵↵ = 0.

Par le Lemme de Ishihara il existe une fonction harmonique v : ⌦! R telle que

v↵(y0) = 0 , (r↵v�) (y0) = C↵� .

Alors (par (71))

C↵�
@�↵

@xi
(x0)

@��

@xj
(x0) gij(x0) = 0

ou

(73)
X

↵6=�
C↵�X

↵�(x0) +
X

↵

C↵↵
⇥

X↵�(x0)�X11(x0)
⇤

= 0 .

Soit ↵0 2 {2, · · · , m} un indice fixé et considérons les constantes C↵� 2 R données
par

↵ 6= � =) C↵� = 0 , C↵↵ =

8

>

<

>

:

1 , ↵ = ↵0 ,

�1 , ↵ = 1 ,

0 , autrement .

Alors (par (73))
X↵0↵0(x0)�X11(x0) = 0

i.e. X11(x0) = · · · = Xmm(x0) et (73) devient

(74)
X

↵6=�
C↵�X

↵�(x0) = 0 .

En ce point on fixe deux indices ↵0,�0 2 {1, · · · , m} avec ↵0 6= �0 et on choisit les
constantes

C↵� =

(

1 , ↵ = ↵0 et � = �0 ,

0 , autrement .



Applications et morphismes harmoniques 103

Alors (74) implique X↵0�0(x0) = 0. En résumé, one a démontré que

X↵�(x0) = X11(x0)�↵� , 1  ↵,�  m .

On pose

�2
⌦ = X11 =

@�1

@xi

@�1

@xj
gij

de manière que �⌦ 2 C(⌦) et �2
⌦ 2 C1(⌦). La contraction des indices ↵ et � dans

(72) donne
m
X

↵=1

@�↵

@xi

@��

@xj
= m�2

⌦ .

Si (⌦0, y0↵) est un autre système de coordonnées locales normales avec centre
y0 = �(x0) alors on sait que la transformation des coordonnées locales y0↵ =
y0↵(y1, · · · , ym) est une transformation orthogonale

y0
↵ = a↵�y� , 1  ↵  m , [a↵� ] 2 O(m) ,

et donc
X

↵

@�0↵

@xi

@�0↵

@xj
gij =

X

↵

@�↵

@xi

@�↵

@xj
gij

sur ⌦ \ ⌦0 i.e. les fonctions �⌦ se rattachent et donnent une fonction continue
globalement définie � : M ! [0,+1) (telle que �|⌦ = �⌦). Le Lemme 16 est
démontré.

Maintenant on peut finir la démonstration du Théorème 5. Il est clair que (72)
peut être écrit dans la forme (69). Pour chaque point x0 2 M et chaque système
des cordonnées locales normales (⌦, y↵) sur N avec centre en y0 = �(x0) on pose

⇠↵ =
@�↵

@xi
(x0)

�

dxi
�

x0
2 T ⇤x0

(M) , 1  ↵  m .

Alors (par le Lemme 16)

(75)
⌦

⇠↵ , ⇠�
↵

g
= �(x0)2�↵�

où h·, ·ig est le produit scalaire sur T ⇤x0
(M) défini par

h⇠, ⌘ig = gij(x0) ⇠i⌘j ,

⇠ = ⇠i(dxi)x0 , ⌘ = ⌘j(dxj)x0 , ⇠, ⌘ 2 T ⇤x0
(M) .

En particulier les covecteurs tangents {⇠↵ : 1  ↵  m} sont orthogonaux. Pour
compléter la démonstration du Théorème 5 on suppose que m > n. Alors �(x0) =
0 (autrement les covecteurs {⇠↵ : 1  ↵  m} sont indépendents, donc m 
dimR T ⇤x0

(M) = n, une contradiction). Il s’ensuit que (par (69)) (r�↵0)(x0) = 0 et
alors �↵ = constante.

Soit maintenant m  n et soit x0 2 M tel que �(x0) 6= 0. Par l’indépendence
des covecteurs {⇠↵ : 1  ↵  m} on a

rang


@�↵

@xj
(x0)

�

= m

de manière que � est une submersion sur un voisinage de x0.
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Soit � : M ! N une application harmonique que vérifie (69). Alors (par (71))

�(v � �)x0 = gij(x0) (r↵v�) (y0)
@�↵

@xi
(x0)

@��

@xj
(x0) = �(x0)2

M
X

↵=1

(r↵v↵) (y0)

pour chaque v 2 C2(N). On sait que �hv = h↵�r↵v� et donc (�hv)(y0) =
Pm
↵=1(r↵v↵)(y0) (parce que h↵�(y0) = �↵� . On obtient donc la formule (70)).

Enfin si v : ⌦ ! R est harmonique alors (par (70)) �(v � �)(x0) = 0 i.e. � est un
morphisme harmonique. Q.e.d.

7.4. Morphismes de l’équation de la chaleur. Le noyau de la chaleur d’une
variété Riemannienne connexe (M, g) est une function continue pM

(x, y, t) 2 M ⇥M ⇥ (0,+1) 7�! pM (x, y, t) 2 R

telle que pM est C2 par rapport à y et C1 par rapport à t et

(76)
✓

@

@t
��y

◆

pM = 0 ,

(77) lim
t!0+

Z

M

pM (x, y, t)'(y) d vg(y) = '(x) , x 2 M ,

pour chaque fonction bornée et continue ' : M ! R. La convergence dans (77)
est entendue comme localement uniforme, i.e. pour chaque x 2 M il existe un
voisinage U ⇢ M tel que le limite (77) est uniforme sur U . Si M est compacte une
telle fonction pM (x, y, t) existe et est unique (cf. e.g. [2]). Pour les considérations
à suivre on a besoin de rappeler le résultat suivant (cf. I. Chavel, [9])

Théorème 6. Soit M une variété Riemannienne compacte. Pour chaque solution
u 2 C2(M ⇥ R) du problème de Dirichlet pour l’équation de la chaleur

✓

@

@t
��

◆

u = 0 , u(x, 0) = f(x) ,

on a

u(y, t) =
Z

M

pM (x, y, t) f(x) d vg

où pM (x, y, t) est le noyau de la chaleur sur M .

On adopte les définitions suivantes. Une application  : M ⇥ (0,+1) ! N ⇥
(0,+1) s’appelle un morphisme des équations de la chaleur si u =  ⇤v = v � est
une solution de ut ��u = 0 pour chaque solution locale v(x, t) de vt ��hv = 0.
Puis une application � : M ⇥M ⇥ (0,+1) ! N ⇥N ⇥ (0,+1) est un morphisme
des noyaux de la chaleur si le pullback par � du noyau pN de la chaleur sur N est
le noyau pM de la chaleur sur M i.e. �⇤pN = pM . E. Loubeau, [28], a étudié les
morphismes dee equations de la chaleurs et des noyaux de la chaleur avec variables
separées i.e.

 (x, t) = (�(x), h(t)) , �(x, y, t) = (�(x),�(y), h(t)) ,

pour quelque � : M ! N et quelque h : (0,+1) ! (0,+1), et a obtenu
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Théorème 7 (E. Loubeau, [28]). 1) L’application  : M⇥(0,+1) ! N⇥(0,+1),
 (x, t) = (�(x), h(t)), est un morphisme des équations de la chaleur si et seulement
si � : M ! N est un morphisme harmonique de dilatation constante � (et alors
une submersion homothétique ou une application constante) et h est donné par
h(t) = �2t + C pour quelque C 2 [0,+1) et tous t 2 (0,+1).

2) Si � : M ⇥M ⇥ (0,+1) ! N ⇥N ⇥ (0,+1), �(x, y, t) = (�(x),�(y), h(t))
est un morphisme des noyaux de la chaleur avec � : M ! N surjectif alors  :
M⇥(0,+1) ! N⇥(0,+1),  (x, t) = (�(x), h(t)), est un morphisme des équations
de la chaleur. De plus h(t) = �2t et dim(M) = dim(N).

Démonstration. 1) On peut penser à une fonction harmonique comme une solu-
tion de l’équation de la chaleur qui ne dépend pas de t, et donc � est un morphisme
harmonique. Soit U ⇢ N un ensemble ouvert et f : U ⇥ (0,+1) ! R une fonction
telle que (@/@t��h)f = 0. Alors (@/@t��)(f � ) = 0. D’autre part

✓

@

@t
��

◆

(f � ) =
@

@t
(f � )��(f � ) =

= h0(t)
✓

@f

@⌧
� 
◆

��(f � ) =

(parce que � est un morphisme harmonique, en applicant la dernière a�rmation du
Théorème de Fuglede-Ishihara)

= h0(t)
✓

@f

@⌧
� 
◆

� �2(�hf) � =

=
⇢✓

h0(t)
@

@⌧
� �2�h

◆

f

�

� 

et donc  est un morphisme des équations de la chaleur si et seulement si

h0(t) = �(x)2 , (x, t) 2 U ⇥ (0,+1) ,

i.e. h0 = �2 = constante. Q.e.d.

2) Soit u 2 C2(N ⇥ R) une solution de (@/@t��h)u = 0. Alors
✓

@

@t
��

◆

(u � )(y,t) = h0(t) u( (y, t))��(u � )(y,t) .

D’autre part

u(⌘, ⌧) =
Z

N

pN (⇠, ⌘, ⌧) u(⇠, 0) d vol(h)(⇠)

d’où le premier terme est

h0(t)
Z

N

pN (⇠,�(y), h(t)) u(⇠, 0) d vol(h)(⇠) =

=
Z

N

@

@t

�

pN (⇠,�(y), h(t))
 

u(⇠, 0) d vol(h)(⇠) .

Puis
✓

@

@t
��

◆

(u � )(y,t) =

=
Z

N

@

@t

�

pN (⇠,�(y), h(t))
 

u(⇠, 0) d vol(h)(⇠)�
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�


�x

Z

N

pN (⇠,�(x), h(t)) u(⇠, 0) d vol(h)(⇠)
�

(y,t)

=

=
Z

N

✓

@

@t
��x

◆

pN (⇠,�(x), h(t))
�

(y,t)

u(⇠, 0) d vol(h)(⇠) =

(� étant surjective, elle a (par le Théorème de Federer-Morse, cf. [32]) une inverse
a droite  (i.e. ⇠ = �( (⇠))) telle que  est une application measurable au sens de
Borel)

=
Z

N

✓

@

@t
��x

◆

(pN � �)
�

( (⇠),y,t)

u(⇠, 0) d vol(h)(⇠) =

(� étant un morphisme des noyaux de la chaleur)

=
Z

N

✓

@

@t
��y

◆

pM

�

( (⇠), y, t)u(⇠, 0) d vol(h)(⇠) = 0

et donc  est un morphisme des équations de la chaleur. Alors, par la premiere
partie du Théorème de Loubeau

 (x, t) =
�

�(x), �2t + C
�

où � est un morphisme harmonique de dilatation constante �. On peut observer
imédiatement que il y a deja des limitations sur la constante C parce que �2t+C 2
(0,+1) pour tous t > 0 et donc on obtient C � 0 pour t ! 0+. Nous allons
montrer que C = 0. On sait que (cf. [2])

pM (x, x, t) ⇠ (4⇡t)�m/2
�

u0 + u1t + u2t
2 + · · · � , t ! 0+ ,

où m = dim(M). La dernière a�rmation signifie (par définition) que

(78) lim
t!0+

1
tk

2

4(4⇡t)m pM (x, x, t)�
k
X

j=0

ujt
j

3

5 = 0 , 8 k = 0, 1, 2, · · ·

De la même manière, sur la variété N

lim
⌧!0+

1
⌧k

2

4(4⇡⌧)n/2 pN (�(x),�(x), ⌧)�
k
X

j=0

vj⌧
j

3

5 = 0 , 8 k = 0, 1, 2, · · ·

avec n = dim(N). En particulier, si on pose

a(x, t) = (4⇡t)m/2 pM (x, x, t)� u0 , b(⇠, ⌧) = (4⇡⌧)n/2 pN (⇠, ⇠, ⌧)� v0 ,

alors a est continue par rapport a t > 0, respectivement b est continue par rapport
a ⌧ > 0, et

lim
t!0+

a(x, t) = 0 , lim
⌧!0+

b(⇠, ⌧) = 0 .

Il suit que

b(�(x), �2t + C) = (4⇡)n/2(�2t + C)n/2pN (�(x),�(x),�2t + C)� v0 =

= (4⇡)n/2(�2t + C)n/2pM (x, x, t)� v0 =

= (4⇡)n/2
�

�2t + C
�n/2 (4⇡t)�m/2 [a(x, t) + u0]� v0
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et donc

(79) tm/2
⇥

b(�(x),�2t + C) + v0

⇤

= (4⇡)(n�m)/2(�2t + C)n/2 [a(x, t) + u0] .

La formule (79) pour t ! 0+ donne

0 = Cn/2u0(x, x) .

Si, par l’ absurde, on avait C > 0 alors u0 ⌘ 0 et donc (cf. [2] pour la dernière
egalité)

0 =
Z

M

u0(x, x) d vg(x) = a0 = Vol(M) ,

une contradiction. Il suit que C = 0 et enfin

�(x, y, t) = (�(x), �(y), �2t) .

Si � n’est pas l’application constante alors (par le Théorème de Fuglede-Ishihara)
on doit avoir m � n i.e. m = n + p par quelque p � 0. La formule (79) avec C = 0
s’écrit

(80) (4⇡t)p/2
⇥

b(�(x), �2t) + v0

⇤

= |�|n [a(x, t) + u0] .

Si p � 1 alors (pour t ! 0+ dans (80))

0 = |�|n u0(x, x) ,

une contradiction. Donc il faut avoir p = 0 i.e. m = n. Q.e.d.

8. Applications a la physique mathématique: gravité associée a un
modèle sigma non linéaire

Les théories de Kaluza-Klein ont récemment pris de l’importance dans la re-
cherche d’une théorie qui prévoit l’unification de la gravité avec les autres forces
de la nature. Dans les théories modernes de Kaluza-Klein on commence avec le
hypothèse que l’espace-temps a (4 + K) dimensions. Les K dimensions spatiales
supplémentaires sont statiques et recroquevillées dans une variété compacte de di-
mension non observable, typiquement de l’ordre de la longueur de Planck.

Soit M une variété di↵érentiable D-dimensionnelle avec D = 4 + K et soit
�

ZM : M 2 {1, 2, · · · , 4 + K} ⌘
⌘ {xµ, ym : µ 2 {0, 1, 2, 3}, m 2 {5, 6, · · · , 4 + K}}

un système de coordonnées locales sur M. Supposons que M est un espace-temps
avec la métrique Lorentzienne g et on pose

g = det [gMN ] , gMN = g

✓

@

@ZM
,

@

@ZN

◆

, 1  M, N  4 + K .

Ici [gMN ] a la signature (� + · · ·+). Les composantes locales des applications
� : M ! B de M dans une variété di↵érentiable compacte n-dimensionelle B
sont des champs scalaires de la théorie. Supposons aussi que B est une variété
Riemannienne avec la métrique h. Soit

{ua : a 2 {5, 6, · · · , 4 + n}}
un système de coordonnées locales sur B et posons

�a = ua � � , hab = h

✓

@

@ua
,
@

@ub

◆

, 5  a, b  4 + n .
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Le modèle que nous verrons se compose de gravité d’Einstein dans (4 + K) di-
mensions couplées à un sigma-modèle non-linéaire. Ça veut dire que on considère
l’action

(81) S⌦(g,�) =
1
2

Z

⌦



�R(g)
2

+
1
�2

gMN @�a

@ZM

@�b

@ZN
(hab � �)

�p�g d4+KZ .

Ici ⌦ ⇢ M est un domaine relativement compact. Aussi R(g) = gMNRMN est
la courbure de Ricci de (M, g) tandis que �2 est une constante donnant la force
de l’auto-couplage (self-coupling) des champs scalaires. Il convient de noter que
l’action (81) se compose de deux parties. Le premier terme est l’action gravi-
tationelle habituelle (l’action de Hilbert-Einstein) sans terme cosmologique. Le
deuxième est liée à l’énergie de l’application � entre les variétés semi-Riemanniennes
(M, g) et (B, h)

E⌦(�) =
Z

⌦

eg(�)
p�g d4+KZ

où la densité d’énergie est

eg(�) =
1
2

gMN @�a

@ZM

@�b

@ZN
(hab � �) .

Ici, nous avons préféré écrire dans la langue traditionnelle de la physique, c’est à
dire en coordonnées locales, en se souvenant que les objets considérés sont en fait
définis globalement e.g.

S⌦ : Lor(M)⇥ C1(M, B) ! R ,

S⌦(g,�) =
1
2

Z

⌦



�R(g)
2

+
2
�2

eg(�)
�

d vg ,

g 2 Lor(M) , � 2 C1(M, B) .

Soit {gt}|t|<✏ ⇢ Lor(M) une variation avec 1-paramètre du g0 = g 2 Lor(M) telle
que Supp(h) ⇢ ⌦ où h = (@gt/@t)t=0. On adopte les notations

�̇M
NP =

✓

@�M
NP

@t

◆

t=0

, ṘM
NPQ =

 

@RM
NPQ

@t

!

t=0

où �M
NP (t) et RM

NPQ(t) sont respectivement les symboles de Christo↵el de gMN (t)
et les composantes locales de Rr

t

. Ici rt est la connexion de Levi-Civita de (M, g)
et Rr

t

denote la courbure de rt. Si f 2 C1(M) on pose f|M = @f/@ZM pour la
simplicité de l’écriture. La derivée de

RA
BMN = �A

MN |B � �A
BN |M + �S

MN�
A
BS � �S

BN�
A
MS

est

(82) ṘA
BMN = �̇A

MN |B � �̇A
BN |M + �̇S

MN�
A
BS + �S

MN �̇
A
BS � �̇S

BN�
A
MS � �S

BN �̇
A
MS .

Soit [gMN ] l’inverse de [gMN ]. La formule de Taylor gMN (t) = gMN +t hMN +O(t2)
ensemble avec gMN (t)gNP (t) = �P

M donne

gMN (t) = gMN � t hMN + O(t2) , hMN = gMAgNBhAB .

Parce que

�BGS(t) =
1
2
�

gBS|G + gGS|B � gBG|S
�

=
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= �BSG +
t

2
�

hBS|G + hGS|B � hBG|S
�

+ O(t2) ,

rGhBS = hBS|G � �A
GBhAS � �A

GShBA ,

il s’ensuit que
�A

BG(t) = gAS(t)�BGS(t) =

= �A
BG +

t

2
gAS

�

hBS|G + hGS|B � hBG|S
�� t hA

N�
N
BG + O(t2)

et on obtient

(83) �̇A
BG =

1
2

gAS (rGhBS +rBhGS �rShBG) .

Par conséquent �̇M
NP est un champ de tenseurs de type (1, 2) sur M. Sa dérivée

covariante est

(84) rB�̇A
MN = �̇A

MN |B + �̇S
MN�

A
BS � �S

BM �̇
A
SN � �S

BN �̇
A
MS .

Echangons les indices B et M et soustrayons l’équation résultant de l’équation (84).
On obtient (par (82))

(85) rB�̇A
MN �rM �̇A

BN = ṘA
BMN .

La contraction de A et B dans (85) conduit à

(86) ṘMN = rA�̇A
MN �rM �̇A

AN .

Si Ṙ(g) = {@R(gt)/@t}t=0 il suit que (par (86)) en utilisant le fait que la contraction
avec gMN commute avec la derivée covariante)

Ṙ(g) = gMN ṘMN � hMNRMN =

= rA

⇣

gMN �̇A
MN � gAN �̇M

MN

⌘

� hMNRMN = rAXA � hMNRMN

où

(87) Ṙ(g) = div(X)� hRicr(g) , hi ,

X = XA @

@ZA
, XA = gMN �̇A

MN � gAN �̇M
MN .

Aussi le produit scalaire entre de champs de tenseurs U et V de type (0, 2) est
donné par

hU, V i = gMP gNQUMNVPQ .

Posons
L(g) = � 2

�2
eg(�)

de sorte que

S⌦(gt,�) = �1
2

Z

⌦



R(gt)
2

+ L(gt)
� p�gt d4+KZ .

Pour calculer {dS⌦(gt,�)/dt}t=0 il faut faire quelques considerations elementaires
de géometrie semi-Riemannienne locale. On pose

L̇(g) =
@L(gt)
@t

�

�

�

�

t=0

.

On a
@

@t

�p�gt

 

t=0
= �1

2
1p�g

@g

@gMN

⇢

@gMN

@t

�

t=0

= �1
2

1p�g

@g

@gMN
hMN ,
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g =
2+K
X

N=1

gMNgMN ,
@g

@gMN
= gMN , gMN =

gMN

g
,

puis

(88)
@

@t

�p�gt

 

t=0
=

1
2
p�g gMNhMN .

Puis encore (par (88))

L̇(g) =
@L

@gMN
hMN ,

(89)
@

@t

�L(gt)
p�gt

 

t=0
=
✓

@L
@gMN

+
1
2
L(g)gMN

◆

hMN

p�g ,

@

@t

�

R(gt)
p�gt

 

t=0
= Ṙ(g)

p�g + R(g)
@

@t

�p�gt

 

t=0
=

=
⇢

Ṙ(g) +
R(g)

2
hg, hi

�p�g

où

(90)
@

@t

�

R(gt)
p�gt

 

t=0
=
⇢

div(X)� hRicr(g) , hi+
R(g)

2
hg, hi

�p�g .

Enfin (par (88)–(89)) et le lemme de Green)

2
d

dt
{S⌦(gt,�)}t=0 =

=
Z

⌦

⇢

hRicr(g)� R(g)
2

g , hi �
✓

@L
@gMN

+
1
2
L(g) gMN

◆

hMN

�

d vg .

Soit
TMN = �2

@L
@gMN

+ gMN L
le tenseur énergie-impulsion. Comme

gMNgNP = �M
P ,

0 =
@

@gQR

�

gMNgNP

�

=
@gMN

@gQR
gNP + gMN�Q

N�
R
P ,

on a
@gMN

@gQR
= �gMQgNR ,

@L
@gMN

=
@L
@gPQ

@gPQ

@gMN
= � @L

@gPQ
gMP gNQ =

1
2

(TPQ � L gPQ) gMP gNQ =

=
1
2
�

TPQ gMP gNQ � L gMN
�

,

et puis
@L

@gMN
+

1
2
L gMN =

1
2

TPQ gMP gNQ ,
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(91)
✓

@L
@gMN

+
1
2
L gMN

◆

hMN =
1
2
hT, hi .

Donc la formule de la première variation (pour une variation à un 1-paramètre
{gt}|t|<✏) est

(92) 2
d

dt
{S⌦(gt,�)}t=0 =

Z

⌦

hRicr(g)� R(g)
2

g � 1
2

T , hi d vg .

Soit (g,�) 2 Lor(M)⇥ C1(M, B) un point critique de l’action S⌦ i.e.
{dS⌦(gt ,�t)/dt}t=0 = 0 pour chaque variation a 1-paramètre de (g,�) = (g0,�0)
supporté dans ⌦. En particulier {dS⌦(gt ,�)/dt}t=0 = 0 donc (par (92))

(93) Ricr(g)� R(g)
2

g =
1
2

T .

Enfin on peut calculer aussi TMN i.e.

L = � 1
�2

gMN�a
|M�

b
|N (hab � �) ,

@L
@gMN

= � 1
�2
�a

|M�
b
|N (hab � �) ,

(94) TMN =
2
�2

⇢

�a
|M�

b
|N � 1

2
gMN �a

|P �
b
|Q gPQ

�

(hab � �) .

Les équations (93) en coordonnées locales deviennent

RMN � R(g)
2

gMN =
1
2

TMN

et alors (par contraction avec gMN , en utilisant aussi l’expression (94))

(95) R(g) =
1
�2

gMN �a
|M�

b
|N (hab � �) .

Si maintenant on remplace de (95) dans (93) on obtient

(96) RMN =
1
�2
�a

|M�
b
|N (hab � �) .

Les équations (96) sont les equations d’ Einstein du champ gravitationel. Soit
{�t}|t|<✏ une variation avec 1-paramètre de �0 = �. Le point (g,�) est critique
pour S⌦ donc {dS⌦(g,�t)/dt}t=0 = 0 et (conte tenue des consideration dans la
section § 3 des leçons presentes)

0 =
d

dt
{S⌦(gt)}t=0 = �

Z

⌦

h� (V , ⌧(�)) d vg

où V = {@�t/@t}t=0 2 C1(��1TB). Donc (g,�) est une solution de ⌧(�) = 0 i.e.

(97) ���a + gMN�b
|M�

c
|N (�a

bc � �) = 0 .

Les équations (96)–(97) sont les équations de Euler-Lagrange du principe variationel
associé au action S⌦.
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